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Résumé

Nous définissons une évaluation ponctuelle pour les fonctions de transfert de systemes causaux dissipatifs multi-échelle. Nous
associons a de tels systémes un espace de type de Branges Rovnyak, qui sert d’espace d’état pour une réalisation coisométriq
de la fonction de transfert. Nous sommes dans un cadre ou les «constantes » et les variables non commutatives commuten
d’'une certaine manier®our citer cet article: D. Alpay et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
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Abstract

Point evaluation and Hardy space: the multiscale caséVe define a point evaluation for transfer operators of multiscale
causal dissipative systems. We associate to such a system a de Branges Rovnyak space, which serves as the state space ©
coisometric realizatiorilo cite thisarticle: D. Alpay et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
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Abridged English version

In the classical theory of discrete time-invariant dissipative systems one considers the Hardy space of functions
analytic in the open unit disk and the operators of multiplication by functions analytic and contractiv.in
In the time-varying case, the Hardy space, the Schur class, the complex varafileghe complex constants are
replaced by upper-triangular Hilbert—Schmidt operators, upper-triangular contractive operators, the bilateral shift
operatorZ and diagonal operators, respectively. In particular, an upper-triangular op&ratimits the power
series representatidh= Y -~ ; Z"S,, whereS,, are diagonal. The point evaluation of an upper-triangular operator
on a diagonal allows us to extend many function-theoretical results from the setting of the unit disk to that of
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upper-triangular operators; see [1,9]. The present Note deals with the case of linear systems, indexed by the node:
of an infinite homogeneous tréeof orderq (the case; = 1 is the classical case of systems indexed by integers).

An important special case — that of multiscale stationary (or time-invariant) systems — was introduced in [8] and
studied in [5,6]. In that case one fixes some choice of a primitive ghidtting on the right on the nodes of

and defines the corresponding shift operator, acting on the left on the &p@0eby y 1 (¢) det %f(r;?) (the
factor % ensures that the shift operatpiis an isometryy*y = I'). Then one considers power series of the form
s =Y 2 o7"s, with the coefficients, from theC*-algebra of ‘constants’

o0 n
K= Z)?”)?*”cn, c, €C, SU%ZC,' <oo}.
n=0 "oli=1

Thus the multiscale stationary setting is, in a certain sense, analogous to the classical non-stationary one. Note tha
for everyc e K there is a unique™ e K such thaty = ycM. More generallycy” = 7"c™ and(yc)" = "¢l
wherecl = ccD ... ¢=D js called the evaluation gi" at the pointc.

In the present Note we consider the multiscale non-stationary case, whegenmmwcommuting shifts all come
into play and the commutation relations between these shifts and the appropriately defined space of constants are
more involved.

1. Les constantes

Aprés avoir introduit un ordre partiel «» (voir [8] et [5]) sur I'arbre nous pouvons définjropérateurs de
déplacementy, ..., o, qui agissent suil (a droite), et tels que

vieT: {[seTitxs, distt,s) =1} ={tag, ..., 104}.

Les opérateurs correspondaamtsdéfinis sur I'espacéx(T) paray f (¢) det f(tay) satisfont les relations de Cuntz :
lopérateura %" (of -+ a) 1 £2(T)7 > £2(7) est unitaire.

Les opérateurs causaux stationnaires sur I'arbre ont pour fonctions de transfert des opérateurs de la forme
s =Y 22 ,7"Cc, ol lesc, appartiennent &. Pour décrire une représentation analogue des opérateurs causaux (et
donc motiver la notion de constantes dans le cas considéré ici) nous introduisons le semi-grouperipeadré
par lesa; et Aﬁ I'ensemble des paire@uv1, wa) € A2 qui ne peuvent pas s'écrite; = agw’l, wo = O{gw/z avec
wy, w, € A. Pourw € A nous noterons :

| |dgf. {n W=y W,
wI=1lo, w=1
Il est démontré dans [5] que chaque opérateur causgl(@@ admet une représentation de la forme
S= Z WIW2Swy wo>s 1)
(wl,wz)eAE
lwi]Z|wa|

ou Sy,,,w, SONt des opérateurs diagonaux (par rapport a la base candgiguie £2(7)). Les coefficientsSy,; v,
dans (1) sont uniquement déterminés par la condition

SXr, X, , testdelaforme =swo,
Supuade = { (SXt+ Xswn) Xi 2 )

0, sinon.
Chaque opérateur causal peut donc s’éiiee ", _ 4 w*sy,), avec less, de la forme
Stw] = Z WIW2Swy,wp-

2
(w1, w2)e Ay
[wi|=|w2]
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Ces opérateurs forment I'espaées constantes (la contrepartie dans le cas non stationnaire de I'akgdéfimie
dans la version anglaise abrégée de la Note). Nous dénotofis pespace des constantes qui sont des opérateurs
de Hilbert—Schmidt. Puisque est unitaire, nous remarquons que

Z ww=1 n=0,12,...,
weA
lw|=n

et donc poud € C etw €.A nous avons

dw* = Z w'*dfz/)], avecdfﬁ,)] et dw* e €. 3
w'eA

lw'|=|w]

2. Evaluation ponctuelle et espace de Hardy

L'espace de Hardy classique est maintenant remplacé par I'ebppades opérateurs de Hilbert—Schmidt cau-
saux.

déf déf
H, {F: Z wfw), |13 = Tr(F*F) = Z Tr(f o ) < oo}.
weA weA
Le résultat suivant est une conséquence directe des relations de commutation (3) entre les opérateurs de déple
cement et les constantes. Il est la clef de ce que nous pensons étre une nouvelle approche a I'étude des system
multi-échelle, et que nous esquissons dans cette Note.

Théoreme 2.1. Soitd = (dy---dy) € €7 tel quelimsup,_, ., [ (@d*)*||¥" < 1 (nous noterons d € B). Il existe

des constantes notéd&”! € (da)lw*, o« B a*, ol % ettelles que

, g !
Ke® (1 —adht= (1 - Za;dj> =) wrd, (4)
j=1

weA

SoitS =), .4 w'sy) etd € B. Nous définissons I'évaluation ponctuelle :
SN E S d¥s,y = Y (do)Plwts,y, deB. ®)
weA weA
L’Eq. (5) implique que pouc € C et F un opérateur causal
(S0 (d) = $™(d)c et (SF) ()= (S"(d)F)"(d). (6)
En effet, 'Eq. (3) nous permet d’écrire pour, w, € A etd € B,

(wiwi)A(d) — glwawil — (da)‘wl‘+|w2|wIw§ — (da)‘led[wﬂwﬁ — Z (dot)lelw*(d[wl])EZj]Z)

[w|=|wz]

= 2 d[wkd[wlbfﬁ):( 2 w*(d[wlbfﬁ))“d)=<d[“’”w3f<d>,

lw|=|wz| [w|=|wz|

et (6) est obtenue par linéarité.

Notons que la fonctiok e (d) = Y, 4 dl*!el** est positive poud, e € B.
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Théoréme 2.2S0itF ¢ Hp, ec G etd € B. Nous avons (F, Kq€)» = (F/(d), €)2.

Cette égalité nous permet de considédercomme un espace de fonctiotis> F” (d) de noyau reproduisant
K" (d). Il existe de méme une évaluation a gauche. Définissons

ot déf. — t déf.

(a1---aq) et &' = (@),

et, de maniére analogue a (5)

$2@) €Y wrS@id)vl, deB. @)
weA
Nous avons pout € C et F' un opérateur causal
(€92 (d*) =c(S4(d¥) et (SFHA ") = (S(FA(d*)))A(d*), (8)

et la formule de noyau reproduisant est maintenant :
(F,eKq)p = (F~(d"), )2, avecKq= (I —da")™.

3. Relations de Gleason

Théoréme 3.1S0itA; :Ho — Hj l'opérateur défini par
déf

AjF = (F-F"0)a;, j=1.....q. 9)
Ona:
) q
ATF =Fa}, AfA;=85(1—-C*C), ZA,-Aj:I, (10)
j=1

avecCF 4t pn 0).

IntroduisonsA % (A1---Ay). Les Egs. (10) deviennent :
A*A=(I-C'C)®1,, AA*=1I.

4. Multiplicateurs de Schur

Etant donné un opérateur causal boshé»(T) — £2(T), nous définissonsMsF :Hy — Hy, MgF def SF.

On a alors || Mg| = ||S].

Définition 4.1. On appelle multiplicateur de Schur un élément un opérateur causal contractifr $ipro-
jection orthogonale d'image le noyau de— MsMy. L'espacel((S) det ran,/I — MsMg muni de la norme
/1 —MsMgull = I|(I —m)ul| sera appelé espace de de Branges Rovnyak associe.
Notons la formule
M{(Kqe) = S™(d)*Kqe

a partir de laquelle nous obtenons :
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Théoréme 4.1L'opérateurS est un multiplicateur de Schur si et seulement si la fonction

(K @A) E (1 - 5" @) @—aeH ) @)= Y dWldl» — 3 dlvI(sh@)s @), dv
weA w,w'eA
jw'l=lw"|

est positive poud, e€ B.

Cette formule se vérifie de la maniére suivante :

(155" @) a—ae)™) @ = (1 - 55" @) X w'e"™*) @)

weA
=Y dllen = 3 (558w e ) @)
weA w’eA
= Y dve Y (7S @ w e ) (d)
weA w’eA
= dvlett = 3 IS @S @) e
weA w' w'eA
' |=w”|

L'évaluation ponctuelle nous permet d’'étudier les problemes d'interpolation considérés dans [3]. C'est avec une
autre direction de recherche, le probleme de la réalisation, que nous concluons cette Note.

5. Réalisation co-isométrique
Nous utilisons la méthode présentée dans [2] et [4] pour démontrer le résultat suivant :

Théoréme 5.1.SoitS un multiplicateur de Schur. La matrice d’opérateurs

_ A B o HS) H(S)
V_<C®Iq D®Iq)'< e >H<Gg )
ou A est défini par(9), CF = F*(0) et

B=(B1---B,), B;jd=A;(Sd), Dd=C(Sd),

est co-isométrique.

Esquisse de la preuve Nous remarquons que les opérateMgSetA commutent. Comme dans [4], on peut alors

utiliser les égalités (10) pour définir une relation da@¥s(S)) & €2 2) X (HSDH @ e 5) engendrée par les éléments
de la forme

KST\ (U = MsM$)A*Kdf + K3 ,
{( g )’ ( CM3(A*Kef + C*g) , eeD, feCzgels.

Cette relation restreinte & son domaine est le graphe d’une isométrie, dont I'adjdintle=t résulte en particulier
que I'espacé((S) estA ;-invariant, et que :

o
Sd=Dd+ > (CA'B;d)(@})"*!, de€a j=1....q
n=0



420 D. Alpay et al. / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005) 415-420

De plus, utilisant (9) ave& € H(S) etc € B nous obtenongl — C)F = (A,F)a;‘f, et donc

(F — (AjF)(@3%(c"))*(c*) = CF.

déf N

Soit/\71c,‘,~F =F (ajA(c*)) et prenong’ de la formeF = (I — 1\7Ic,jA.,~)‘1G. On a alors

C(I — Mg jAj))"1G = G2 (c").
En particulier, nous obtenons d&d)” (¢*) = Dd + ((Bjd)ocj)A(c*) = Dd(M¢ ; B;jd)(c"), la réalisation
(Sd)2(¢*) = Dd+ C(I — Mc,jAj)"*M¢ ; B;d.

Nous remarquons des différences importantes avec le cas de la bdtile dans ce cas (voir [2]), les espaces de

de Branges Rovnyak ne sont pas en général invariants sous I'action des opérateurs de déplacement a gauche, me
le probléeme de Gleason est résoluble, et il y a une seule formule de réalisation. Dans le cas présent, les espace
sont invariants sous I'action des opérateurs de déplacement a gauche, majSdrynalles de réalisation.
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