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Résumé

Nous définissons une évaluation ponctuelle pour les fonctions de transfert de systèmes causaux dissipatifs multi-éch
associons à de tels systèmes un espace de type de Branges Rovnyak, qui sert d’espace d’état pour une réalisation co
de la fonction de transfert. Nous sommes dans un cadre où les « constantes » et les variables non commutatives
d’une certaine manière.Pour citer cet article : D. Alpay et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Point evaluation and Hardy space: the multiscale case.We define a point evaluation for transfer operators of multisc
causal dissipative systems. We associate to such a system a de Branges Rovnyak space, which serves as the stat
coisometric realization.To cite this article: D. Alpay et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

In the classical theory of discrete time-invariant dissipative systems one considers the Hardy space of f
analytic in the open unit diskD and the operators of multiplication by functions analytic and contractive iD.
In the time-varying case, the Hardy space, the Schur class, the complex variablez and the complex constants a
replaced by upper-triangular Hilbert–Schmidt operators, upper-triangular contractive operators, the bilate
operatorZ and diagonal operators, respectively. In particular, an upper-triangular operatorS admits the powe
series representationS = ∑∞

n=0 ZnSn, whereSn are diagonal. The point evaluation of an upper-triangular ope
on a diagonal allows us to extend many function-theoretical results from the setting of the unit disk to
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1631-073X/$ – see front matter 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2005.02.006
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upper-triangular operators; see [1,9]. The present Note deals with the case of linear systems, indexed by
of an infinite homogeneous treeT of orderq (the caseq = 1 is the classical case of systems indexed by integ
An important special case – that of multiscale stationary (or time-invariant) systems – was introduced in
studied in [5,6]. In that case one fixes some choice of a primitive shiftγ̄ acting on the right on the nodes ofT

and defines the corresponding shift operator, acting on the left on the space�2(T) by γ̄ f (t)
def.= 1√

q
f (t γ̄ ) (the

factor 1√
q

ensures that the shift operatorγ̄ is an isometry:γ̄ ∗γ̄ = I ). Then one considers power series of the fo

s = ∑∞
n=0 γ̄ nsn with the coefficientssn from theC∗-algebra of ‘constants’

K =
{ ∞∑

n=0

γ̄ nγ̄ ∗ncn, cn ∈ C, sup
n

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

ci

∣∣∣∣∣ < ∞
}

.

Thus the multiscale stationary setting is, in a certain sense, analogous to the classical non-stationary one.
for everyc ∈ K there is a uniquec(1) ∈ K such thatcγ̄ = γ̄ c(1). More generally,cγ̄ n = γ̄ nc(n) and(γ̄ c)n = γ̄ nc[n]
wherec[n] = cc(1) · · ·c(n−1) is called the evaluation of̄γ n at the pointc.

In the present Note we consider the multiscale non-stationary case, where nowq non-commuting shifts all com
into play and the commutation relations between these shifts and the appropriately defined space of con
more involved.

1. Les constantes

Après avoir introduit un ordre partiel «� » (voir [8] et [5]) sur l’arbre nous pouvons définirq opérateurs de
déplacementα1, . . . , αq qui agissent surT (à droite), et tels que

∀t ∈ T :
{
s ∈ T: t � s, dist(t, s) = 1

} = {tα1, . . . , tαq}.
Les opérateurs correspondantsα� définis sur l’espace�2(T) parα�f (t)

déf.= f (tα�) satisfont les relations de Cuntz

l’opérateurᾱ
déf.= (α∗

1 · · ·α∗
q) : �2(T)q �→ �2(T) est unitaire.

Les opérateurs causaux stationnaires sur l’arbre ont pour fonctions de transfert des opérateurs de
s = ∑∞

n=0 γ̄ ncn où lescn appartiennent àK. Pour décrire une représentation analogue des opérateurs caus
donc motiver la notion de constantes dans le cas considéré ici) nous introduisons le semi-groupe libreA engendré
par lesα� et A2∗ l’ensemble des paires(w1,w2) ∈ A2 qui ne peuvent pas s’écrirew1 = α�w

′
1, w2 = α�w

′
2 avec

w′
1,w

′
2 ∈ A. Pourw ∈ A nous noterons :

|w| déf.=
{n, w = αi1· · ·αin,

0, w = 1.

Il est démontré dans [5] que chaque opérateur causal de�2(T) admet une représentation de la forme

S =
∑

(w1,w2)∈A2∗|w1|�|w2|

w∗
1w2Sw1,w2, (1)

où Sw1,w2 sont des opérateurs diagonaux (par rapport à la base canonique{χt } de�2(T )). Les coefficientsSw1,w2

dans (1) sont uniquement déterminés par la condition

Sw1,w2χt =
{ 〈Sχt ,χsw1〉χt , t est de la formet = sw2,

0, sinon.
(2)

Chaque opérateur causal peut donc s’écrireS = ∑
w∈A w∗s[w], avec lessw de la forme

s[w] =
∑

(w1,w2)∈A2∗

w∗
1w2Sw1,w2.
|w1|=|w2|
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Ces opérateurs forment l’espaceC des constantes (la contrepartie dans le cas non stationnaire de l’algèbreK définie
dans la version anglaise abrégée de la Note). Nous dénotons parC2 l’espace des constantes qui sont des opérat
de Hilbert–Schmidt. Puisquēα est unitaire, nous remarquons que∑

w∈A|w|=n

w∗w = 1, n = 0,1,2, . . . ,

et donc pourd ∈ C etw ∈ A nous avons

dw∗ =
∑

w′∈A
|w′|=|w|

w′∗d(w)

[w′], avecd(w)

[w′]
déf.= w′dw∗ ∈ C. (3)

2. Évaluation ponctuelle et espace de Hardy

L’espace de Hardy classique est maintenant remplacé par l’espaceH2 des opérateurs de Hilbert–Schmidt ca
saux.

H2
déf.=

{
F =

∑
w∈A

w∗f[w], ‖F‖2
2

déf.= Tr(F ∗F) =
∑
w∈A

Tr(f ∗[w]f[w]) < ∞
}
.

Le résultat suivant est une conséquence directe des relations de commutation (3) entre les opérateurs
cement et les constantes. Il est la clef de ce que nous pensons être une nouvelle approche à l’étude de
multi-échelle, et que nous esquissons dans cette Note.

Théorème 2.1. Soit d = (d1· · ·dq) ∈ Cq tel quelim supn→∞ ‖(ᾱd∗)n‖1/n < 1 (nous noterons: d ∈ B). Il existe

des constantes notéesd[w] déf.= (dα)|w|w∗, α
déf.= ᾱ∗, 0[1] déf.= I et telles que

Kd
déf.= (I − ᾱd∗)−1 =

(
I −

q∑
j=1

α∗
j d∗

j

)−1

=
∑
w∈A

w∗d[w]∗. (4)

SoitS = ∑
w∈A w∗s[w] et d ∈ B. Nous définissons l’évaluation ponctuelle :

S∧(d)
déf.=

∑
w∈A

d[w]s[w] =
∑
w∈A

(dα)|w|w∗s[w], d ∈ B. (5)

L’Éq. (5) implique que pourc∈ C etF un opérateur causal

(Sc)∧(d) = S∧(d)c et (SF )∧(d) = (
S∧(d)F

)∧
(d). (6)

En effet, l’Éq. (3) nous permet d’écrire pourw1,w2 ∈ A et d ∈ B,

(w∗
1w∗

2)∧(d) = d[w2w1] = (dα)|w1|+|w2|w∗
1w∗

2 = (dα)|w2|d[w1]w∗
2 =

∑
|w|=|w2|

(dα)|w2|w∗(d[w1])(w2)[w]

=
∑

|w|=|w2|
d[w](d[w1])(w2)[w] =

( ∑
|w|=|w2|

w∗(d[w1])(w2)[w]
)

∧(d) = (d[w1]w∗
2)∧(d),

et (6) est obtenue par linéarité.

Notons que la fonctionK ∧(d) = ∑
d[w]e[w]∗ est positive pourd,e∈ B.
e w∈A
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Théorème 2.2.SoitF ∈ H2, e∈ C2 et d ∈ B. Nous avons: 〈F,Kde〉2 = 〈F∧(d),e〉2.

Cette égalité nous permet de considérerH2 comme un espace de fonctionsd �→ F∧(d) de noyau reproduisan
Ke

∧(d). Il existe de même une évaluation à gauche. Définissons

α† déf.= (α1· · ·αq) et ᾱ† déf.= (α†)∗,
et, de manière analogue à (5)

S�(d∗) déf.=
∑
w∈A

w∗S[w](α†d∗)|w|, d ∈ B. (7)

Nous avons pourc∈ C etF un opérateur causal

(cS)�(d∗) = c
(
S�(d∗)

)
et (SF )�(d∗) = (

S
(
F�(d∗)

))�
(d∗), (8)

et la formule de noyau reproduisant est maintenant :

〈F,eK̂d〉2 = 〈F�(d∗),e〉2, avecK̂d = (I − dᾱ†)−1.

3. Relations de Gleason

Théorème 3.1.SoitAj : H2 �→ H2 l’opérateur défini par

AjF
déf.= (

F − F∧(0)
)
αj , j = 1, . . . , q. (9)

On a:

A∗
jF = Fα∗

j , A∗
i Aj = δi

j (I − C∗C),

q∑
j=1

AjA
∗
j = I, (10)

avecCF
déf.= F∧(0).

IntroduisonsA
déf.= (A1 · · ·Aq ). Les Éqs. (10) deviennent :

A∗A = (I − C∗C) ⊗ Iq, AA∗ = I.

4. Multiplicateurs de Schur

Étant donné un opérateur causal bornéS :�2(T ) �→ �2(T ), nous définissons :MSF : H2 �→ H2, MSF
déf.= SF .

On a alors :‖MS‖ = ‖S‖.

Définition 4.1. On appelle multiplicateur de Schur un élément un opérateur causal contractif. Soitπ la pro-

jection orthogonale d’image le noyau deI − MSM∗
S . L’espaceH(S)

déf.= ran
√

I − MSM∗
S muni de la norme

‖√I − MSM∗
Su‖ = ‖(I − π)u‖ sera appelé espace de de Branges Rovnyak associé.

Notons la formule

M∗
S (Kde) = S∧(d)∗Kde

à partir de laquelle nous obtenons :
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Théorème 4.1.L’opérateurS est un multiplicateur de Schur si et seulement si la fonction

(KS
e )∧(d)

déf.= ((
I − SS∧(e)∗

)
(1− ᾱe∗)−1)∧

(d) =
∑
w∈A

d[w]d[w]∗ −
∑

w′,w′′∈A
|w′|=|w′′|

d[w′](S∧(d)S∧(e)∗
)(w′′)
[w′] e[w′′]∗

est positive pourd,e∈ B.

Cette formule se vérifie de la manière suivante :((
I − SS∧(e)∗

)
(1− ᾱe∗)−1)∧

(d) =
((

I − SS∧(e)∗
) ∑

w∈A

w∗e[w]∗
)

∧(d)

=
∑
w∈A

d[w]e[w]∗ −
∑

w′′∈A

(
SS∧(e)∗w′′∗e[w′′]∗)∧(d)

=
∑
w∈A

d[w]e[w]∗ −
∑

w′′∈A

(
S∧(d)S∧(e)∗w′′∗e[w′′]∗)∧(d)

=
∑
w∈A

d[w]e[w]∗ −
∑

w′,w′′∈A
|w′|=|w′′|

d[w′](S∧(d)S∧(e)∗
)(w′′)
[w′] e[w′′]∗.

L’évaluation ponctuelle nous permet d’étudier les problèmes d’interpolation considérés dans [3]. C’est a
autre direction de recherche, le problème de la réalisation, que nous concluons cette Note.

5. Réalisation co-isométrique

Nous utilisons la méthode présentée dans [2] et [4] pour démontrer le résultat suivant :

Théorème 5.1.SoitS un multiplicateur de Schur. La matrice d’opérateurs

V =
(

A B

C ⊗ Iq D ⊗ Iq

)
:
(

H(S)q

C
q

2

)
�→

(
H(S)

C
q

2

)
,

oùA est défini par(9), CF = F∧(0) et

B = (B1· · ·Bq), Bj d = Aj(Sd), Dd = C(Sd),

est co-isométrique.

Esquisse de la preuve.Nous remarquons que les opérateursM∗
S etAj commutent. Comme dans [4], on peut alo

utiliser les égalités (10) pour définir une relation dans((H(S))⊕C
q

2)× ((H(S)q)⊕C
q

2) engendrée par les élémen
de la forme{(

KS
e f
g

)
,

(
(I − MSM∗

S )A∗Kef + KS
0 g

CM∗
S (A∗Kef + C∗g)

)}
, e∈ D, f ∈ C2,g∈ C

q

2.

Cette relation restreinte à son domaine est le graphe d’une isométrie, dont l’adjoint estV . Il en résulte en particulie
que l’espaceH(S) estAj -invariant, et que :

Sd = Dd +
∞∑

(CAn
jBj d)(α∗

j )n+1, d ∈ C2, j = 1, . . . , q.
n=0
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De plus, utilisant (9) avecF ∈ H(S) et c∈ B nous obtenons(I − C)F = (AjF )α∗
j , et donc(

F − (AjF )
(
α∗

j
�
(c∗)

))�
(c∗) = CF.

Soit M̂c,jF
déf.= F (α∗

j
�(c∗)) et prenonsF de la formeF = (I − M̂c,jAj )

−1G. On a alors

C(I − M̂c,jAj )
−1G = G�(c∗).

En particulier, nous obtenons de(Sd)�(c∗) = Dd + ((Bj d)α∗
j )�(c∗) = Dd(M̂c,jBj d)�(c∗), la réalisation

(Sd)�(c∗) = Dd + C(I − M̂c,jAj )
−1M̂c,jBj d.

Nous remarquons des différences importantes avec le cas de la boule deC
n. Dans ce cas (voir [2]), les espaces

de Branges Rovnyak ne sont pas en général invariants sous l’action des opérateurs de déplacement à ga
le problème de Gleason est résoluble, et il y a une seule formule de réalisation. Dans le cas présent, le
sont invariants sous l’action des opérateurs de déplacement à gauche, mais il y aq formules de réalisation.

Remerciements

La notion de multiplicateur de Schur dans le cadre non commutatif général (c’est-à-dire lorsque les v
se sont pas liées par des relations et lorsque les variables et les constantes commutent) a été étudiée d
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