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Résumé

Nous établissons des vitesses de convergence uniforme presque sûre d’estimateurs non-paramétriques de la
régression, tels que l’estimateur localement linéaire et certains estimateurs par la méthode des ondelettes. Notre te
démonstration s’appuie sur une méthodologie récente développée par Deheuvels et Mason (Statist. Inference Stoc
7 (3) (2004) 225–277), fondée sur la théorie des processus empiriques indexés par des classes de fonctions.Pour citer cet
article : D. Blondin et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Rates of strong consistency for nonparametric regression estimators. We obtain rates of strong uniform consistency
some nonparametric regression estimators, including the local linear regression and some wavelet estimators. Our
proof relies on recent empirical process theory developed by Deheuvels and Mason (Statist. Inference Stoch. Proc
(2004) 225–277).To cite this article: D. Blondin et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Soit (X,Y ) un couple de variables aléatoires réelles, de densitéfXY surR2 et de lois marginales de densitésfX

et fY . Nous nous intéressons ici à l’estimation de la fonction de régressionm(·) = E[Y |X = ·] à partir d’une suite
d’observations(X1, Y1), (X2, Y2), . . . , indépendantes et de même loi que(X,Y ). En s’appuyant sur l’étude d
processus empirique local indexé par certaines classes de fonctions, Deheuvels et Mason [2] ainsi que E
Mason [4] ont développé récemment une méthodologie qui permet d’établir des vitesses de convergence
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1631-073X/$ – see front matter 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2005.02.008
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presque sûre pour la déviation stochastique de l’estimateur non-paramétrique de la régression de Nadaray
(cf. [7,8]). Le but de cette Note est d’étendre ces résultats à des estimateurs non-paramétriques de la régre
performants. Nous considérons dans un premier temps l’estimateur localement linéaire (cf. (1), ci-dessou
en détails par Fan [5,6], qui s’adapte à tous types de dispositifs expérimentaux (fixes ou aléatoires) a
l’estimation aux bords. Cet estimateur a de plus un meilleur biais que l’estimateur de Nadaraya–Watso
minimax linéaire sur la classe des fonctions de régression à dérivée seconde bornée. Nous nous intéresso
à l’estimateur linéaire par la méthode des ondelettes considéré par Antoniadis, Grégoire et McKeague [1
l’estimateur à seuil étudié par Delyon et Juditsky [3]. Nous obtenons de nouvelles lois limites pour la conv
uniforme presque sûre de ces estimateurs. Les résultats sont présentés dans les Sections 2 et 3. Quelqu
de preuves sont donnés dans la Section 4.

2. Estimateur localement linéaire

Soit K un noyau à support compact inclus dans un intervalle bornéI , continu surI , à variation bornée et te
que

∫ ∞
−∞ K(s)ds = 1. Soit{hn, n � 1} une suite de réels strictement positifs, telle quehn → 0 lorsquen → ∞.

L’estimateur localement linéaire est alors défini, pour toutx ∈ R et toutn � 1, par :

m̂LL
n (x) = r̂n,0(x)f̂n,2(x) − r̂n,1(x)f̂n,1(x)

f̂n,2(x)f̂n,0(x) − {f̂n,1(x)}2
, (1)

où on a posé, pourj ∈ {0,1,2},

f̂n,j (x) = 1

nhn

n∑
i=1

(
x − Xi

hn

)j

K

(
x − Xi

hn

)
et r̂n,j (x) = 1

nhn

n∑
i=1

Yi

(
x − Xi

hn

)j

K

(
x − Xi

hn

)
.

Par convenance, on note, pourj ∈ {0,1,2},
fn,j (x) = E

[
f̂n,j (x)

]
et rn,j (x) = [

Er̂n,j (x)
]
.

Nous obtenons ici un contrôle de la déviation maximale de l’estimateurm̂LL
n par rapport au terme de centra

suivant :

mLL
n (x) = rn,0(x)fn,2(x) − rn,1(x)fn,1(x)

fn,0(x)fn,2(x) − {fn,1(x)}2
, pourx ∈ R, n � 1.

Théorème 2.1. Soit[A,B] un intervalle deR. Supposons que les conditions suivantes sur la distribution du co
(X,Y ) soient vérifiées:

– fXY est continue sur[A,B] × R, (2)

– fX est continue et strictement positive sur[A,B], (3)

– Y est bornée. (4)

Si {hn,n � 1} est une suite qui vérifie les conditions:

hn ↓ 0, nhn ↑ ∞,
log(h−1

n )

log logn
→ ∞,

nhn

logn
→ ∞, lorsquen → ∞, (5)

alors, pour toutA < C < D < B, on a, presque sûrement:

lim
n→∞

{
nhn

2 log(1/hn)

}1/2

sup
C�x�D

±{
m̂LL

n (x) − mLL
n (x)

} = sup
C�x�D

{
Var[Y |X = x]

fX(x)

∫
R

K2(u)du

}1/2

. (6)
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Remarque 1. Il est possible d’obtenir des lois limites similaires à (6) dans le cadre plus général de l’estim
localement polynomiale d’ordrep de la dérivéek-ième de la régression, avec(p, k) ∈ N

2 et k < p. Ces résultats
ne seront pas exposés dans cette Note, par souci de concision.

3. Estimateurs par la méthode des ondelettes

Soientϕ et Ψ une fonction d’échelle et une ondelette mère supposées à support compact. Notons p
j, k ∈ Z, ϕjk(·) = 2j/2ϕ(2j · −k), Ψjk(·) = 2j/2Ψ (2j · −k), et désignons parK le noyau généralisé associé àϕ

défini, pour toutx, y ∈ R, parK(x,y) = ∑
k∈Z

ϕ(x − k)ϕ(y − k). Soientj0 ∈ Z et jn un niveau d’analyse multi
résolution vérifiantjn → ∞ quandn → ∞. Nous nous intéressons tout d’abord à l’estimateur linéaire cons
par Antoniadis, Gregoire et McKeague [1], défini par :

m̂n =
{∑

k∈Z

α̂j0kϕj0k +
jn∑

j=j0

β̂jkΨjk

}/
f̂n,

où

α̂j0k = 1

n

n∑
i=1

ϕj0k(Xi), β̂jk = 1

n

n∑
i=1

YiΨjk(Xi), f̂n = 2jn

n

n∑
i=1

K(2jn ·,2jnXi).

Nous étudions dans le théorème ci-dessous la vitesse de convergence uniforme presque sûre de l’erreur st
m̂n(x) − rn(x)/fn(x), où on a noté,

rn = E

[∑
k∈Z

α̂j0kϕj0k +
jn∑

j=j0

β̂jkΨjk

]
, et fn = E[f̂n],

la différencern(x)/fn(x) − m(x) pouvant être contrôlée par des méthodes analytiques.

Théorème 3.1. Supposons que la fonctionϕ soit continue à gauche, à variation bornée, et à support comp
et que les conditions(2), (3) et (4) soient vérifiées. Si de plusjn = [ln], où {hn = 2−ln , n � 1} est une suite
satisfaisant(5), alors, pour toutA < C < D < B, on a, presque sûrement:

lim
n→∞

{
n

2(jn+1) log(2jn)

}1/2

sup
C�x�D

{±{m̂n(x) − rn(x)/fn(x)}
{∫ ∞

−∞ K2(2jnx, u)du}1/2

}
= sup

C�x�D

{
Var[Y |X = x]

fX(x)

}1/2

.

Ce premier résultat ouvre la voie à l’étude d’autres estimateurs plus sophistiqués tels que les estimateu
Dans le cas où la variableX suit une loi uniforme sur[0,1], la densitéfX n’ayant plus à être estimée, Delyon
Juditsky [3] ont considéré l’estimateur̂m∗

n, défini par,

m̂∗
n =

∑
k∈Z

α̂j0kϕj0k +
jn∑

j=j0

β̂jk1{|β̂jk |>c
√

j/n}Ψjk, (7)

où c est une constante strictement positive et{jn, n � 1} désigne une suite telle que 2jn � n/logn. Ils ont montré
que cet estimateur est adaptatif pour l’erreurLp sur un large ensemble de classes de fonctions. Nous étudions
le corollaire suivant sa vitesse de convergence uniforme presque sûre.

Corollaire 3.2. Supposons queϕ vérifie les hypothèses du Théorème3.1, et qu’il existe un entierN � 0 tel que:
∞∫

(y − x)kK(x, y)dy = 1{k=0}, pour toutk = 0, . . . ,N, x ∈ R.
−∞
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Supposons également quem(·) appartienne à l’espace de BesovB
sq
p , où1� p,q � ∞ et1/p < s < N + 1, et que

les conditions(2) et(4) soient satisfaites. Si la constantec intervenant dans(7) est choisie telle quec2 > 4[‖m‖∞ +
c/3‖Ψ ‖∞], alors, pour toutA < C < D < B, on a, presque sûrement:

sup
C�x�D

∣∣m̂∗
n(x) − m(x)

∣∣ = O

(
logn

n

)β

, oùβ = s − 1/p

2s + 1− 2/p
. (8)

Remarque 2. Notons que la vitesse de convergence uniforme presque sûre obtenue dans (8) est la même
du risque uniformeE[‖m̂∗

n(x) − m(x)‖∞] établie par Delyon et Juditsky [3].

4. Eléments de preuve

Par souci de concision, nous ne traitons ici que le cas de l’estimateur localement linéaire. L’idée princ
la preuve du Théorème 2.1 consiste à ramener notre problème à l’étude d’une version linéarisée de la
m̂LL

n − mLL
n , qui s’exprime en fonction des quantitéŝfn,j − fn,j , et r̂n,j − rn,j , pour j ∈ {0,1,2}. Il suffit alors

pour terminer la démonstration d’utiliser la méthodologie de Deheuvels et Mason [2], qui permet d’étud
déviations. Leur comportement asymptotique presque sûr peut être analysé via le processus ci-desso
pour toutx ∈ R et j ∈ {0,1,2}, par

Wn,j (x) :=
n∑

i=1

(
c(x)Yi + d(x)

)(x − Xi

hn

)j

K

(
x − Xi

hn

)
− nE

{(
c(x)Y + d(x)

)(x − X

hn

)j

K

(
x − X

hn

)}
,

où c(x) etd(x) désignent deux fonctions auxiliaires supposées continues sur l’intervalle[A,B].
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