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Résumé
Soit(Z;);>1 une suite i.i.d. dont la loi commune sRf admet une densité continue et strictement positive sur un oavert

deR?. Soit H c 0 un compact d'intérieur non vide, et sgitune classe de fonctions réelles borélienneskstirPour tous
z € H et pour toutz > 0, on définit le processus stochastique indexéjpsmivant :
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Soient(ﬁ,,)@l et (hp),>1 deux suites veérifiant les conditions de CsrRevész—Stute, et telles qug < hn. Sous les hy-
pothéses proposées par Mason sur la clgsa®ir [Ann. Probab. 32 (2) (2004) 1391]), nous établissons une loi fonctionnelle
limite uniforme pour les processus, (-, #, z), z € H, qui a lieu uniformément eh, < h < h,. Ce résultat compléte celui
obtenu par Einmahl et Mason (preprint, 200)ur citer cet article: D. Varron, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
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Abstract

Uniformity in k in the functional limit law for the increments of the empirical process indexed by functions. Let
(Zj);>1 be ani.i.d. sequence being such tAathas a continuous, strictly positive densjtyon an open subse? C RY. Let

H C O be a compact subset with nonempty interior anddldte a class of real Borel functions @&f. For each; € H and
h > 0, we set the followin@j-indexed stochastic process:

n
. Zi —z Zi —2

Let (fzn),,>1 and (), >1 be two sequences fulfilling the Cs@rgRévész—Stute conditions and satisfying< hn. Under
some assumptions upon the clgsee [Ann. Probab. 32 (2) (2004) 1391]), we establish a uniform functional limit law for the
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processes, (-, h, z), z € H, which holds uniformly inz,, <h < hy,,. This result is in the same vein as in Einmahl and Mason
(preprint, 2003)To cite thisarticle: D. Varron, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction et résultat

Soit (Z;);»1 une suite de variables aléatoires i.i.d. & valeurs dhst soitG une classe de fonctions réelles
boréliennes suR¢. Pour touth > 0, pour tout entier, pour toutz € R¢ et pour toute fonctiork € G, on pose

- Zi — Zi —
i=1

Ainsi, G, (-, h, z) est un processus stochastique indexédgrourh, n etz fixés. Notong| - [|gs la norme eucli-
dienne usuelle suk? et F la classe de fonctions suivante, issueite

F:={K(A(—-2), zeR? 1>0, K €G}. (2)

Nous notons, pour une mesure de probab{itét une fonctiorD-intégrableg, la quantitéQ (f) := [p4 f(z) dQ(2),
et poure > 0 on pose

N Fy:= sup min{p>1 3(fr,.... fp) €eFP, ¥feF, <k < p, O(f — fil®) <€}
Q probabilie

Nous faisons les hypothéses suivantes sur la classe de fongtibgpothéses formulées par Mason [3].
(HK) lim ) —0SUPk g Jpa (K (x) — K (x + u))?dx =0, limy 1 SUPg g fa (K (Ax) — K (x))?dx =0,
(HK2) VK € G, Sup,cgd |K (x)] <1,

(HK3) VK € G, Vx ¢[0,1]%, K (x) =0,
(HK4) 3Co>0,v90>0,V0<e <2, N (e, F) < Cpe™ 0,

Pour palier le probléeme de mesurabilité, nous faisons également I'hypothése usuelle
(HK5) F est séparable point par point.

Par « séparable point par point» nous entendons qu'il existe un sous-ensemble dénaofigltalbleel que, pour
tout K € G, il existe une suite dgp qui converge point par point ver§. On définitB(G) comme I'ensemble des
fonctions réelles définies et bornées sur la clgsdeour toutd € 5(G), on pose

1 llg := sup ¥ (g)|. (3)
geg

Soit m la mesure de Lebesgue ®ff, et soitL*(G) le sous-espace de Hilbert d&(R?, m) engendré pag. On
définit I'ensembleK c B(G) de la fagon suivante ¥ € B(G) est un élément d& si et seulement si il existe
g € L*(G) de L?-norme inférieure a 1 vérifiant, pour togte G, ¥ (g') = [ra 8’ dm. Enfin, on dit qu'une suite
de constante6:,),>1 Vérifie les conditions de CsdigRévész—Stute lorsque

(HV1) 0 <h, <1, hy L O, nhy $ 00, (HV2) nhy/logn — oo,  (HV3) log(1/ hn)/10gyn — oo.

Nous supposons enfin que €%;);>1 vérifient

(Hf) Z; admet une densité continue et strictement positive sur un ouvert- R<.
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En nous inspirant directement des travaux de Mason [3], nous établissons le résultat suivant, qui étend le Théo-
reme 1 dans [3].

Théoréme1.1. Soient(h,),>1 et (fzn)n>1 deux suites de réels vérifialt < i, ainsi que(HV1)—(HV3), et soitg
une classe de fonctions réelles &ff vérifiant(HK1)—(HK5). Supposons que la loi de€g;);>1 vérifie (Hf) pour
un ouvertO deR?. SoitH c O un compact d’intérieur non vide. On a presque sirement

(i) lim sup Gn 1. 2) W” =0,
T <h <, zeHlpEK V2f(z)nhlog(1/h) G
Gu(-,h,2)

(i) Vo eK, lim sup inf
O <hhy T

V2f(@)nh Iog(l/h) Hg -

En conséquence, les bandes de confiance «classiques» pour I'estimateur & noyau de la densité (voir pal
exemple [3]) restent valables uniformément/gn< i < h,,. Ceci pourrait conduire a I'obtention de bandes de
confiance pour certains types de tailles de fenétre dépendant des données.

2. Principedelapreuve

Nous donnons les grandes lignes de la preuve du point (i) du théoréme annonceé>3bifixé, et soient
y > 0,8 >0, » > 1 trois paramétres qui seront ajustés en fonctiore d®osonsny := [(1 + y)*], k > 1,
[u] désignant la partie entiére d’'un réel Posons également, pour tout entiesuffisamment grandyy :=
{(ni—1+1,...,nt} et Ry := [Iog(ﬁnkfl/hnk)/log(k)] +1.Pourl =0,..., Ry — 1, on poséh,, ; := Ak, , eton
poseh ¥ .= h,, . Pourtoutl =0,..., Ry — 1, nous recouvron& en cubes d'arréte; ; := (8h,, 1)/, notés
Tepj=2zk1,j + 10, vk,l]d, j=1...,Jp, vérifiant tous l'inclusion’} ; ; C O. Nous faisons de plus en sorte gije
soit le nombre minimal de cubes nécessaires pour recolven vérifiant I'inclusion précédente. Podrc B(G)
et poure > 0, notonsA€ le e-dilaté deA pour la norme| - || (voir (3)). Nous partons de la décomposition suivante,
pour tout entiek suffisamment grand :

Gn(,h,
P, =P U n(h,2) ¢K
(2f(Z)nh log(1/ h))/2
helhug Jing_q 1, 2€H,n
< ]P( U { G hug i, 2kt ) ¢ KZG})
0<I< R, 1< < Jp. neNg @f Gt jmichny 1109(L/hn 1)V
+ IP’( max sup
neNg, OISR -1, 1<j <) B i <h<hpy 141,26 %1,
> H Gn('shv Z) _ Gn('shnk,la Zk,l,j) - 26)
f (2)nhlog(L/h)Y2  2f (zk1,j)nkhng 11091/ e ) Y2 | g
=P+ Poy. “)

Notre but est alors de démontrer gBg; et P> sont sommable ek, pour un choix judicieux de > 0, § > O,
A > 1, en vue d’appliquer le lemme de Borel-Cantelli. Clairement, on a I'inégalité

miey 3o Y

=0 j=1 neNg

Ry

Gy hngis 2k, j) ¢ K )—'Zi[@ |
(2f (zk.1, )ichng 1109(L/ hn 1)) Y2 =: Lkl

=0 j=1
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Puis, nous montrons que la technique proposée par Mason [3] (basée sur [1,4,2,5]) reste valable uniformément er
hy, .1 dés lors quér, vérifie (HV2) et queh,, vérifie (HV1) et (HV3). Ainsi, nous montrons qu'il existe > O tel
que, pour tout entiet suffisamment grand et pour tolisj, on aitPy ;. ; ; < hnk’l“‘)‘l ce qui, en sommant enet
en/, montre quePy ; est sommable ek, d’aprés (HV2).

Pour contréler le,, k > 1, nous nous basons essentiellement sur une inégalité concernant le processus
empirique indexé par une classe de fonctions. Par des arguments déterministes, nous montrons d'abord que, pol
tousy > 0 ets > 0 suffisamment petits, on a

L

OKISR-L1< <y Nt SEShng 141, 26T

GG h 2k, }) B Gy hug s 2k, ) - €>. ©)
Qf k1. )nkhn 109 hy VY2 2f 2k, jInihng 11094 e 1) Y? | g
Pour contréler individuellement les termes dans (5), nous considérons les classes de fonctions

Fidj = {f(z) 1/2K(hl/d),zerk,z,,~,hm h< Ahnkz}

Draprés (HK2) et (HK4) et (HV3), les classes de fonctidhs; ; vérifient des conditions d’entropie suffisamment
fortes pour appliquer les résultats de Einmahl et Mason [2,4]. Ainsi, on obtient, pour toutieatifisamment
grand, uniformément eh=0, ..., R; — 1,
Gn(-, h, 2k, ) Gn(s b s 2k, 5)
4 2~ . 72|~ ¢
(Zf(zk,l,])nkhnk IOg(l/ hnk)) (Zf(zk,l,j)nkhnk,l IOQ(l/hnk,[)) g

]P( sup
Iy 1 ShShpg 141, 2€ 0% 0, j

gP( sup
8€F k1,

Zf(z ) —E(f(Z))

i=1

hn,.1109(1/hy,
<4exp(—A2€ nihn.1109(1/ A,l))y ©)

”kakzz j

> E(l’lkhnk,l |09(1/hnk,1))1/2>

ol A, > 0 est une constante unlverselleoétl designe le sup de variances des fonctions/dg ; sous la loi
de Z;. D'apres (HK1), on montre qu'il existe une fonctiar(-) de limite nulle en 0, telle que, pour tout> 1, et
pour tout entiek suffisamment grand on ait, uniformémentier, okl j SAMA = Dhy, . Ainsi, pour un choix
judicieux dex > 1, asymptotiquement énet uniformément e, j, on a

2 log(1
4exp<—A2€ nihny 1 109( /hnk,l)> <

2
nkok,l,j

En sommant e, j et d’aprés (HK3) et (5), il vient que la suit®2 )1 est sommable.
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