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Résumé

Nous étudions dans cette Note les solutions des équations de Navier–Stokes en deux dimensions, avec donnée i
∂BMO. Pouru|t=0 dans l’adhérence de la classe de Schwartz, nous obtenons l’existence et l’unicité d’une solution glo
une estimation sur sa norme dans∂BMO. Pour citer cet article : P. Germain, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Global solutions of infinite energy for the 2D Navier–Stokes equation.We study in this Note the solutions of the 2
Navier–Stokes equations with initial data in∂BMO. Foru|t=0 in the closure of the Schwartz class, we obtain the existence
uniqueness of a global solution, and besides an estimate on its norm in∂BMO. To cite this article: P. Germain, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. I 340 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction et résultat principal

Nous nous intéresserons dans cette Note aux équations de Navier–Stokes posées dans l’espace entie

(NS)

{
∂tu − ∆u + u · ∇u = −∇p,

divu = 0,

u|t=0 = u0.

Deux théories décrivent les solutions de ces équations :
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– On connaît, pouru0 ∈ L2, depuis les travaux de Leray [9] l’existence d’une solution globale en temp
norme finie dansL∞([0,∞[,L2) ∩ L2([0,∞[, Ḣ 1). En dimension deux d’espace, on sait que cette solu
est unique.

– On peut aussi prendreu0 dans un espace critique. Pour définir un espace critique, remarquons que su est
une solution de (NS) associée àu0, alorsλu(λ(x − x0), λ

2t) sera associée àλu0(λ(x − x0)) pour λ > 0 et
x0 ∈ R

2. Un espaceX sera dit critique (sous-entendu : pour les conditions initiales de (NS)) s’il respecte
invariance, autrement dit si sa norme vérifie

∀λ > 0, ∀x0 ∈ R
2, ‖u‖X = λ

∥∥u
(
λ(· − x0)

)∥∥
X
.

En dimension deux d’espace, on a la chaîne d’inclusions suivante entre espaces critiques :

L2 ↪→ Ḃ
2/p−1
p,q ↪→ Ḃ

2/p−1
p,∞ ↪→ ∂BMO ↪→ Ḃ−1∞,∞

où p,q ∈ [2,∞[. On note∂BMO l’espace des fonctions dérivées de fonctions deBMO. Pour une définition de
espaces de Besov̇B2/p−1

p,q et deBMO, se reporter à [11] et [10]. On note enfin∂BMO(0) l’adhérence de la classe d
Schwartz dans∂BMO.

En dimension d’espace quelconque, des théorèmes garantissent l’existence d’une solution localeu� pour (NS)
si u0 est de norme grande dans un espace critiqueX : voir [2] pour Ḃ2/p−1

p,q et [3,8] pour∂BMO.
Le cas de la dimension deux est particulier puisqu’alorsL2 est lui-même un espace critique, ce qui est faux

dimension supérieure.
En utilisant cette propriété, I. Gallagher et F. Planchon [4] ont pu montrer que, pour une donnée initiale

dansḂ2/p−1
p,q , la solution locale en tempsu� se prolonge àR+, et obtenir ainsi une solution globale en temps. N

allons démontrer un résultat similaire pour∂BMO.
Notons que∂BMO est, en un certain sens, l’espace optimal pour la résolution de (NS). En effet,∂BMO est le

plus gros espace critiqueX, dans la chaîne d’inclusions précédente (qui se généralise àR
n), pour lequel on sai

démontrer un résultat d’existence de solutions de (NS) dansR
n avecu0 ∈ X petit. En fait, on peut formaliser e

fonder cette observation, et donner un sens précis à l’idée que∂BMO est optimal : voir [1].
Nous obtiendrons aussi un résultat d’unicité, dans l’espaceE défini par

u ∈ E déf⇐⇒
{

(i) u ∈ C
([0,∞[, ∂BMO

)
(ii ) ∀T ∈ R

+,∃ε > 0 tel queu ∈ L∞
loc

(]T ,T + ε[,L∞)
et limδ→0

∥∥u(T + ·)∥∥
X̃δ

� η

oùη est une constante strictement positive, et où

‖u‖C,T
déf= sup

0<R<
√

T

sup
x∈R2

R2∫
0

1

R2

∫
B(x,R)

∣∣u(y, t)
∣∣2 dy dt, ‖u‖X̃T

déf= ‖u‖C,T + sup
0<t<T

√
t
∥∥v(t)

∥∥∞.

Remarque 1.Notons que la classe d’unicité qui vient d’être définie englobe des résultats déjà connus s
en deux dimensions, avecu0 dans∂BMO ou un sous-espace de∂BMO : on vérifie en particulier que les solution
construites dans [7,4] et [8] appartiennent à cette classe.

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal :

Théorème 1.1.Soitu0 ∈ ∂BMO(0)(R2) de divergence nulle. Il existe une solution globale de(NS) à valeurs dans
∂BMO issue deu0. Cette solution vérifie, pour une constanteC(δ) dépendant deu0 et deδ :

∀t > 0
∥∥u(t)

∥∥
∂BMO � C(δ)(1+ tδ).

De plus, cette solution prolonge la solution de Koch et Tataru[8] définie seulement localement et est unique d
la classeE .
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Avant de passer à une esquisse de la démonstration de ces résultats, signalons qu’ils seront l’objet d’
plus détaillé, [6].

2. Démonstration du Théorème 1.1

2.1. Existence

Soitu0 ∈ ∂BMO(0). Nous allons construireu solution de (NS) ayantu0 pour donnée initiale. Nous emploiero
pour ce faire la méthode utilisée par Gallagher et Planchon [4] dans le cadre des espaces de Besov.

2.1.1. Etape 1
La donnée initialeu0 s’écrit comme somme de deux éléments de divergence nulle : une partie grande et ré

v0 ∈ S , et une partie petite et moins régulièrew0 telle que‖w0‖∂BMO � ε (nous prenonsε assez petit pour qu
tous les théorèmes dont nous aurons besoin par la suite s’appliquent). De plus,v0 et w0 peuvent être choisis d
divergence nulle. Le théorème de Koch et Tataru [8] donne l’existence d’une solutionw de (NS) issue dew0,
vérifiant l’estimation pour tout tempst > 0∥∥w(t)

∥∥
L∞ � C

‖w0‖∂BMO√
t

.

Quant àv = u − w, elle est solution de l’équation intégrale suivante (résultant simplement de la formule de
mel)

v(t) = et∆v0 − B(v,w)(t) − B(w,v)(t) − B(v, v)(t) (1)

où l’on note

B(u, v)
déf=

t∫
0

e(t−s)∆
P∇ · (u(s) ⊗ v(s)

)
ds.

2.1.2. Etape 2
On résout (1) par point fixe dansXT défini comme suit

‖v‖XT

déf= ‖v‖
X̃T

+ sup
0<t<T

t
∥∥∇v(t)

∥∥∞.

La bicontinuité deB :XT × XT → XT ainsi que la continuité deB(w, ·) et deB(·,w) de XT dansXT sont
prouvées dans [8,3]. On voit de plus facilement que∥∥et∆v0

∥∥
XT

−→
T →0

0

si v0 ∈ S . Ces éléments permettent d’appliquer le théorème de point fixe de Picard (voir par exemple [
donnev ∈ Xτ solution de (1) sur[0, τ ] avecτ > 0.

2.1.3. Etape 3
Nous allons maintenant montrer qu’il existe un temps strictement positif pour lequelv ∈ L2. SoitYT l’espace

donné par la norme

‖f ‖YT

déf= ‖f ‖L∞([0,T ],L2) + sup
0<t<T

√
t
∥∥∇f (t)

∥∥
L2.

On peut montrer la proposition suivante :

Proposition 2.1. L’applicationB est bicontinue deX × Y → Y .
T T T
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Cette proposition permet d’employer un argument de propagation de régularité (voir par exemple [5]) e
tenir ainsi quev ∈ Yτ avecτ > 0. En particulierv(τ) ∈ L2.

2.1.4. Etape 4
Il reste maintenant à prolongerv à toutR+. Ce sera possible grâce à l’estimation a priori ci-dessous, qui s’ob

par une estimation d’énergie classique.

Proposition 2.2.Soitvτ ∈ L2, etw comme ci-dessus. On considèrev solution de{
∂tv − ∆v + P(v · ∇v + w · ∇v + v · ∇w) = 0,

divv = 0,

v|t=τ = vτ .

On dispose alors de l’estimation a priori suivante sur la norme dev∥∥v(t)
∥∥

L∞([τ,t],L2)∩L2([τ,t],Ḣ1)
� C

(
t

τ

)Cε

‖vτ‖L2. (2)

On peut maintenant appliquer le schéma standard : régularisation de l’équation (NS) sur[τ,+∞[, puis passage
à la limite faible en utilisant l’estimation précédente. On en déduit quev se prolonge àR+ en une solution de (NS
vérifiant (2). En posantu = v + w, on obtient une solution globale de (NS) issue deu0. CommeL2 ↪→ ∂BMO, et
du fait de l’inégalité (2), on dispose de plus de l’estimation∥∥v(t)

∥∥
∂BMO � C(δ)

(
1+ tδ

)
.

2.2. Unicité

La proposition contenue dans le Théorème 1.1 relative à l’unicité des solutions dans la classeE résulte des deu
points suivants

– Les solutionsu construites par notre méthode appartiennent effectivement à la classeE .
– Si on se donneu et v égales ent � 0 et vérifiant la condition (ii) définissantE , alors elles sont égales dans

voisinage (à droite) det , grâce à un résultat démontré dans [3].
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