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Résumé

À partir d’un repère tournant qui met en résonance la fréquence d’un équilibre relatif du problème desN corps avec celle
d’une variation périodique infinitésimale normale au plan de l’équilibre, nous obtenons par continuation une classe rem
de solutions périodiques. Le premier exemple en est la familleP12, découverte par Christian Marchal, qui relie l’équilibre rela
de Lagrange au Huit.Pour citer cet article : A. Chenciner, J. Féjoz, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
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Abstract

The equation for the vertical variations of a relative equilibrium as a source of new periodic solutions of the N body
problem. We start with a rotating frame which enforces a resonance between the frequency of a relative equilibrium
N -body problem and that of an infinitesimal variation normal to the plane of the equilibrium. Continuation then y
remarkable class of periodic solutions. The first example is theP12 family, discovered by Christian Marchal, which links th
relative equilibrium of Lagrange to the Eight.To cite this article: A. Chenciner, J. Féjoz, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340
(2005).
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Abridged English version

Provided one knows the so-called central configurations, the homographic (i.e. Kepler-like) solutions
N -body problem are the simplest solutions and the only ‘explicit’ ones. Moreover, they are always plana
homothetic. Among them, even simpler are the relative equilibria, where each body has a circular moti
constant velocity around the center of mass. We propose to build new families of relative periodic solut
taking advantage of the rotational invariance of these particular solutions. More precisely, calling ‘horizon
plane of motion of a relative equilibrium, we notice that the variational equation along such a solution spl
horizontal and vertical parts. Moreover, due to the attractive character of the Newtonian force, every solutio
vertical part is quasi-periodic. In general, its normal modes give rise to Lyapunov families of periodic solution
a reduction by the SO(2)-symmetry which transforms the relative equilibrium into an isolated equilibrium. To t
families correspond invariant domains in the phase space, diffeomorphic toS

1 × R
2. These domains are foliate

by families of quasi-periodic solutions of theN -body problem which contain infinitely many genuinely perio
solutions. Each of these periodic solutions can, in turn, be continued back to the relative equilibrium solu
a family of periodic solutions in a rotating frame. We look for these by reversing the process, but now fix
period rather than the angular momentum : appropriately choosing a rotating frame into which the infini
solution defined by a particular solution of the ‘vertical variational equation’ becomes periodic (there are in
many such choices), we try to continue this solution, keeping as much as possible of its discrete symmetry t
a family of relative periodic solutions parametrized by the amount of rotation of the frame. If the family con
up to zero rotation, we get a true periodic solution. In this note, we give examples emanating from the s
relative equilibria ofN equal masses, those whose configuration is the regularN -gon. We already recover recent
discovered periodic solutions like the Eight for 3 or 5 bodies, the Hip-Hop for 4 bodies and the chain wi
lobes for 5 bodies. Moreover, a vertical chain with an even number of lobes gives rise to two families whi
at the chain, are symmetric with respect to one another around the vertical plane and end up at the corre
relative equilibrium with opposite orientations. When rotated around the vertical axis, these two families f
invariant 3-dimensional lens space, which is obtained by gluing two copies ofS1 × D2 along their boundaries i
a manner depending on the number of lobes. In the case of the Eight for 3 bodies (Marchal’sP12-family) or the
Hip-Hop for 4 bodies, the whole family is made of action minimizers and hence can be shown to exist. I
cases, the evidence is for the moment only numerical. The applicability of the method seems quite wide, in
the cases of different masses, more complicated central configurations and higher space dimension.

1. L’équation aux variations verticales d’un équilibre relatif

Soit x(t) = (�r1(t), . . . , �rN(t)) une solution d’équilibre relatif de périodeT1 des équations du problème new
nien desN corps dans l’espace euclidienR

3 ≡ C × R :

mi �̈ri =
∑

j �=i

mimj

�rj − �ri
‖�rj − �ri‖3

·

Dans une telle solution, la configurationC formée par les corps est indépendante du temps et on qualifi
centralesles configurations admettant de tels mouvements. De plus, une telle solutionest nécessairement dans
plan fixe, qu’on identifiera àC × {0} et qu’on appellera « horizontal ». Dorénavant, on supposera donc que
tout j = 1,2, . . . ,N , on a�rj (t) = (uj (t),0) ∈ C × {0}.

L’équation aux variations le long d’une solution quelconque située dans le plan horizontal se scinde
partie verticale et une partie horizontale. C’est une conséquence immédiate de ce qu’une variation infini
des positions dans la direction verticale ne change pas au premier ordre les distances entre les corps. Sr =
ij
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‖�ri − �rj‖ sont les distances mutuelles de notre configuration centraleC, qui sont des constantes du mouveme
l’ équation aux variations verticalesle long de l’équilibre relatifx(t) s’écrit :

miξ̈i =
∑

j �=i

mimj

r3
ij

(ξj − ξi). (VVE)

Le centre de gravité d’une solution périodique est nécessairement fixe et nous le supposerons à l’originR
3.

Nous ne considérerons donc que des variations(ξ1, ξ2, . . . , ξN) telles que
∑N

i=1 miξi = 0. De l’attractivité de la
force newtonienne on déduit, via la proposition 2.8 de [1] (d’ailleurs valable en dimension d’espace quelc
que (VVE) possède une base de solutionspériodiques, les modes propres, dont nous noteronsω1, . . . ,ωk les
fréquences. Nous conviendrons queω1 = 2π/T1 est la fréquence de l’équilibre relatifx(t) = (u(t),0). Autrement
dit, on au(t) = eiω1t · u(0) et la solution « au premier ordre » associée à un mode propre de (VVE) de v
propre complexeZ ∈ C

N s’écrit
(
u(t), ξ(t)

) = (
eiω1t u(0),Re(Z eiωj t )

)
.

2. Une remarque

SoitΞ(t) = (ξ1(t), . . . , ξN (t)) une solution périodique de (VVE) de fréquenceωj = 2π/Tj . Observons-la dan
un repère tournant autour de l’axe vertical à une vitesse constante choisie de façon à mettreΞ(t) etx(t) = (u(t),0)

en résonance. Plus précisément, la configuration dans le repère tournantX(t) = (U(t),0) est définie par
u(t) = ei�t · U(t), où � est choisie de façon qu’il existe des entiersp et q tels quep(ω1 − �) = qωj . Cette
dernière condition équivaut à ce que, dans le repère tournant, la « solution infinitésimale »((u1(t), ξ1(t)), . . . ,

(uN(t), ξN(t))) devienne périodique de période

T = 2πq

ω1 − �
= 2πp

ωj

.

Si elle ne correspond pas à une simple rotation du plan du mouvement, cette solution infinitésimale brise la
continue de la solution d’équilibre relatif en la transformant en une symétrie discrète dans le repère tour
général elle engendre une famille à un paramètre (la fréquence de rotation du repère, variant dans un
qui contient� ) de solutions périodiques dans le repère tournant, de même périodeT et conservant une grand
partie de cette symétrie. Pour peu que l’intervalle de variation du paramètre contienne 0 (éventuellement
régularisation des collisions doubles), on obtiendra une solution périodique avec ces symétries dans le rep

Pour comprendre l’origine de cette méthode, effectuons une réduction de la symétrie de rotation a
l’axe vertical, qui transforme l’équilibre relatifx(t) en un équilibre isolé. Aux solutions périodiques de (VV
correspondent en général des familles de Lyapunov de solutions périodiques du système réduit (voir [7]
démonstration dans le cas de l’équilibre de Lagrange de 3 masses égales, et [15] dans le cas du polygon
avec une masse centrale). Une telle famille est la projection d’un domaine de l’espace des phases diffé
à S

1 × R
2, feuilleté par une famille de solutions quasipériodiques du problème desN corps. Parmi celles-ci, le

solutions périodiques sont en général denses. De chacune de ces solutions périodiques on peut revenir à
relatif à travers une famille de solutions périodiques dans un repère tournant. La méthode proposée
renverser le processus en fixant la période plutôt que le moment cinétique et à utiliser les symétries pour
famille de solutions.

Nous illustrons cette remarque par des exemples issus de l’équilibre relatif de la configuration centrale
simple, leN -gone régulier pourN masses égales [8]. Dans le cas des chaînes verticales à un nombre pak de
lobes, il existe deux familles symétriques par rapport au plan vertical, distinguées par l’orientation de l’éq
relatif de départ. Si l’on adjoint aux solutions de ces deux familles celles obtenues par rotation autour
vertical, on obtient dans l’espace des phases un espace lenticulaireL(4k,1) invariant, recollement sur leur bor
des tores solides formés par les deux familles.
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3. Exemple 1 (3 corps) : le Huit

Comme l’a très rapidement compris Christian Marchal, le Huit [10] peut être obtenu par le procédé ind
partant de l’équilibre relatif de Lagrange de trois masses égales. C’est la « familleP12 » [14,3,5,6] dans laquelle l
cercle parcouru deux fois s’ouvre comme une huître jusqu’à s’aplatir complètement, puis se referme sym
ment (voir la Fig. 1 :les échelles horizontale et verticale sont distinctes et variables). Il y a ici une seule fréquenc
fondamentale, égale àω1, pour l’équation aux variations. On a

ωj = ω1, � = −ω1, p = 1, q = 2.

Lorsque la fréquence de rotation du repère varie de−ω1 à 0, les éléments de la famille minimisent l’action. Po
des valeurs inférieures à−ω1 de cette fréquence, c’est la solution d’équilibre relatif du triangle qui minim
l’action sous les contraintes données de symétrie [14,3,5].

4. Exemple 2 (4 corps) : le Hip-Hop

Cette solution [11] du problème des 4 corps de masses égales peut être obtenue à partir de la solution d
relatif du carré [8]. Il y a deux fréquences fondamentalesω1 et ω2 = 2ω1√

2+1/
√

2
pour l’équation aux variations. O

prend ici :

ωj = ω2, � = ω1 − ω2, p = 1, q = 1 (voir la Fig. 2).

Comme ci-dessus, lorsque la fréquence de rotation du repère varie deω1 − ω2 à 0, les éléments de la famil
minimisent l’action. Pour des valeurs inférieures à−ω1 de cette fréquence, c’est la solution d’équilibre relatif
carré qui minimise l’action sous les contraintes données de symétrie.

Par contre, le choix deωj = ω1,� = −2ω1,p = 1 etq = 3 fournit numériquement un dépliement en 3 lob
du cercle parcouru 3 fois, qui aboutit, pour� � −0,72�1, à une solution plane horizontale passant très près d
collision (voir la Fig. 3). La continuation naturelle de cette famille est sa symétrisée par rapport au plan hor
Quant à la solution plane, elle se continue jusqu’à la solution de Gerver, ce qui précise la figure 2.6 de [2]
S. Terracini d’avoir attiré notre attention sur cette figure).

La différence avec le Huit est que, pour un nombre pair de corps, les symétries de la chaîne à trois lobe
nologie de [9]) n’impliquent pas que le moment cinétique soit nul ; or, ce dernier doit être porté par l’axe de ro
donc vertical. Ainsi, une solution plane de la famille dont le moment cinétique n’est pas nul est nécessa
horizontale.

Fig. 1. Le Huit (�/ω1 = −1,� −1+ 10−2,0,� 1− 10−2,1).

Fig. 2. Le Hip-Hop (�/ω1 = 1− ω2/ω1,� 1− ω2/ω1 + 10−3,0).
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Fig. 3. Quatre corps : la chaîne à trois lobes (�/ω1 = −2,� −2+ 10−2,� −0,9,� −0,72).

5. Exemple 3 (5 corps) : la chaîne à 4 lobes et le Huit

Cette solution, trouvée numériquement par Simó ([16], Fig. 1), peut être obtenue à partir de l’équilibre
du pentagone régulier (5 masses égales). Ici, c’est le cercle parcouru 4 fois qui se déploie en 4 lobes fini
s’aplatir [8]. Comme pour le Huit, la solution obtenue est automatiquement de moment cinétique nul car
plan contenant l’axe de rotation (voir la Fig. 4). L’équation aux variations possède deux fréquences proprω1 et
ω2, et c’est d’une solution de fréquenceω1 que l’on part :ωj = ω1, � = −3ω1, p = 1, q = 4.

Ici, la minimisation de l’action sous les contraintes de symétrie données ne conduit pas à la chaîne à
mais plutôt à la chorégraphie du Huit à 5 corps (voir Fig. 5). Une preuve mathématique de l’existence
famille n’existe donc pas pour l’instant.

Pour obtenir le Huit avec 5 corps, il faut partir d’une solution de l’équation aux variations de fréquenceω2 en
choisissant� = −(2ω2 − ω1) et doncp = 1, q = 2 (voir la Fig. 5).

Mais il y a plus : nous n’avons considéré jusqu’ici que la plus symétrique des configurations centrales
lygone régulier pour des masses égales, à laquelle sont naturellement reliés les chorégraphies et les
symétriques. Et même dans ce cas, nous avons choisi les rotations du repère qui se présentent le p
diatement. Dans le cas du Hip-Hop de 4 corps, nous aurions pu par exemple, ou bien transformer la
infinitésimale en une chorégraphie par une rotation supplémentaire du repère (d’un demi-tour par pério
la plus simple) et obtenir sans doute les chorégraphies spatiales de [17], ou bien considérerN � 4 masses quel
conques et, partant d’une configuration centrale qui minimise le potentiel à inertie constante, obtenir les H
généralisés de [4] (voir également [5]).

Revenant au cas de masses égales, l’analyse de l’équation aux variations verticales fait conjecturer q
de l’équilibre relatif duN -gone régulier on obtiendra, pourN impair, les chaînes verticales à un nombre p
2p � N − 1 de lobes dont les propriétés de symétrie impliquent un moment cinétique nul. Pour les chaîn

Fig. 4. Cinq corps : la chaîne à quatre lobes (�/ω1 = −3,� −3+ 2× 10−3,� −1,6,0).

Fig. 5. Cinq corps : le Huit (�/ω1 � −1,7,−1,2,−0,8,0).
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nombre impair de lobes, le scénario le plus simple passe par une solution plane horizontale en repère
dont la continuation dans le plan horizontal conduit à la chaîne en repère fixe. Plus généralement, la clas
dépendra des propriétés de divisibilité deN .
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