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Résumé

Nous étudions les schémas d’approximation classiques (Euler, Milshtein) associés a une équation différentielle du type
dx; = o(x;)dg; + b(x;)df, x; € R, ou g est une fonction supposée holdérienne d'ordrquelconque dang€0, 1]. Quand
g = B¥ est la trajectoire d’un mouvement brownien fractionnaire, nous tirons parti de propriétés probabilistes pour affiner les
résultatsPour citer cet article: |. Nourdin, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Approximation schemes associated to a differential equation governed by a Hoélderian function; the case of fractional
Brownian movement.We study here classical approximation schemes (Euler, Milshtein) associated with a differential equation
of the type d; = o (x;) dgs + b(x;) dt, x; € R, whereg is a function, supposed Hélderian of ordesomewhere irf0, 1]. When
¢ = B is the trajectory of fractional Brownian movement, we deduce probability properties to refine the fEsaits this
article: I. Nourdin, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
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1. Cas d'une fonctiong quelconque

Soit g: [0, 1] — R une fonction héldérienne d'indice € (0, 1]. Quanda < 1/2, on ne peut pas utiliser une
intégrale de type Stieltjes (considérée par Young [10]) pour intégrer contimtégrale de Newton—Cotes définie
dans [7] permettrait de traiter le cas de tous les indicesais le plus simple pour cette Note est d’'introduire la :

Définition 1.1. Soit f :R2 — R de classe &! eta:[0, 1] — R une fonction & variation bornée. On pose, pour
t€[0, 1],
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[ 817 ods.i= fgran = fso.a0) ~ [ 927 (s..a) da @
0 0
I'intégrale contre: étant au sens de Stieltjes.

Soit xg un réel eto, b:R — R deux fonctions régulieres. On peut maintenant donner un sens a I'équation
formelle

dx; = o (x;)dg; + b(x;) dt, ¢ € [0, 1], x(0) = xq. (2)

Définition 1.2. Une fonctionx :[0, 1] — R est solution de (2) si : (i) il existe :R? — R de classe &! et
a:[0,1] — R a variation bornée tels que, pour taut [0, 1], x, = f(g:,a;); (ii) pour toutr € [0,1], on a
X =x0+ féa(xs) odgs + fé b(x,) ds.

Quando est de classedavec ses dérivées premiére et seconde bornées et hjeanlipschitzienne, I'existence
d’une solution de (2) est assurée par la méthode de Doss [4] et Sussmann [8] :pcesarig;, y;) oliu:R? — R
est ('unique) solution dé1u = o (1) avecu(0, z) = z pour toutz € R et ouy: [0, 1] — R est ('unique) solution
de dd% = [9ou(gs, )1 b(u(g;, y:)) avecyo = xg (remarquons quéyu ne s'annule jamais car c'est une exponen-
tielle : voir [6] p. 296). On a notd; (resp.d») la dérivée par rapport a la premiére (resp. deuxiéme) variable. On
voit immédiatement, en utilisant (1), queainsi construite est solution de (2). Pour 'unicité, nous renvoyons a [7],
Théoréme 4.3.3 p. 82.

Dans la suite, nous considérerons comme solution de (2) la fonetidonnée par la méthode de Doss et
Sussmann. Comme n’est en général pas explicite, il est intéressant de définir des schémas d’approximation de
cette solution.

Intéressons-nous tout d'abord au schéma le plus simple associé a (2), a savoir le schéma d’Euler :

~(n) ~(n) _ a(n)
X0

=xo et & =% +0 (%)) (g — i) +bE)) @ —k/n).  te[k/n. (k+1)/n]. ®3)

Théoréme 1.3. Supposons que o soit de classe C? avec ses deux dérivées bornées et que b soit lipschitzienne.
Quand n — 400, ona ||lx — £ || (0,1 = O(L/n?*1).

Remarquons que ce théoréme n’a un intérét quessil/2. Lorsquex < 1/2, nous considérons un schéma de
type Milshtein d’ordren € N* :

v(n) = x0

V‘”) =X+ X AP0, 0! o UTDYET (r — giyn) + DG — k/n), )
telk/n, (k+21)/n].
Les P; sont les fonctions polynomiales données par I'identité formelle suivante :
§=fog=VjeN gV =Pi(f f,....fV V) ogavecP; eR[Xo,..., X;_1l. (5)
Par exemple, nous avons :
g =fog=>Pi=XoeR[Xo] et g"=g x(f og)=(ff")og= P2=XoX1€R[Xo, X1], etc.
Théoréme 1.4.Supposonsque o soit de classe C2"*+1 avec toutes ses dérivées bornées et que b soit lipschitzienne.
Quand n — 400, ona [lx — X" L o1 = O(1/nP) avec g = inf{a, (2m + Lo — 1}.

Remarque 1.(i) En pratique, on choisit I'entier e plus petit possible tel qu&mn + 1)a — 1 > o pour obtenir la
vitesse optimal@ = «.
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(ii) Le casm = 1 (schéma de Milshtein standard) est prouvé dans [9]. Je remercie le rapporteur de cette Note de
m’avoir signalé ce travail.

Idées de la preuve du Théoreme 1.40n s'inspire de la démonstration du Théoréme 2.8 de [9]. Poﬁféh&
v(gt,if”)) ol v est l'inverse a droite de, c’est-a-dire vérifieu(x, v(x, y)) = y pour tousx, y € R. Grace a
I'hypothése de régularité sut, on peut effectuer le développement de Taylo&ﬁgél)/n y,ﬁ’;L alordre 2n + 1,

autour de(g/,, )E,E’}n) A I'aide de relations algébriques du type de celles contenues dans les Lemmes 2.1 et 2.2 de

[9], tous les termes dans le développement de Taylor s’annulent et |Iy§§$5§/n y,f% = 0O(1/n@+Dey En

utilisant la Définition 4 d’une part et en faisant le développement de Taylor d’ordre 2 dex(,j+l)/n )E,E% en
8k/n s v (n)
utilisantx™ = u(g,, 3™) d’autre part, nous obtenowgﬂ)/n V=€ Jo " o Wl TN S oy gy, yk/,,)g +

O(l/n(z’“”l)“). En utilisant le contréle (2.3 ;1) dans [9], il vient skugv),gzz Yi/n| = O(1/nP) puis, commer est
lipschitzienne par rapport & sa deuxiéme variable ; Si{ﬁ?n — X/l = o1/nf). O

2. Cas oug est la trajectoire d’'un mouvement brownien fractionnaire

De nombreuses applications récentes s’appuient sur une modélisation faisant intervenir des équations diffé-
rentielles dirigées par un mouvement brownien fractionnaire (en abrégé, mbf) : voir par exemple [2,3] et leurs
références. Nous allons étudier le cas oll, dansg(2%t la trajectoire d’'un mbB” d'indice H quelconque dans
0,1 :

dX; =o(X,)dBY +b(X,)dr, r€[0,1], et Xo=xo. (6)

Tous les résultat de la théorie générale précédente s’appliquent car il est classique que les traje@8iresme
p.s.a-holdériennes, pour tout @ o < H. Toutefois, dans ce cadre particulier, on peut se poser deux questions
naturelles. Premierement, comment simuler les incréments du mouvement brownien fractionnaire ? Un moyen
rapide et efficace est d'utiliser la procédure Matlab proposée par Coeurjolly [1] (voir un exemple d’application
dans [7], pages 17-18). Deuxiemement, quel est le domaine de convergence (par rapaitt &chéma de
Milshtein d’ordrem associé a (6) ? Un élément de réponse est contenu dans la :

Proposition 2.1. Sous les hypothéses du Théoréme 1.4 pour o €t b, le schéma de Milshtein d’ ordre m associé a
(6) converge (resp. ne converge pas) en probabilité vers la solution donnée par la méthode de Doss et Sussmann
quand H > 1/(2m + 1) (resp. quand H < 1/(2m + 2)).

QuandH € (1/(2m + 2), 1/(2m + 1)], on ne sait a priori rien dire sur la convergence du schéma. Toutefois, j'ai
de bonnes raisons de penser que le schéma converge bien que celaegamabplalifficile & démontrer. Je renvoie
le lecteur intéressé a un article a venir.

Preuve de la Proposition 2.1.La convergence du schéma quakid> 1/(2m + 1) est une application directe du
Théoréme 1.4. Supposons maintendAn& 1/(2m + 2) et choisissons (x) = x, b(x) = 0 etxg =1 dans (4). Un
calcul simple montre que

}V(in) 1_[ =l+ Z (k+1)/n - Blgn)j}'

k=0
Comme on a, pout proche de 0 :

2 2m 2m—+1
un . p( ulm+ 2m+1 u2’"+2+o(u2m+2)>,

1+“+§+ o T T ant T 2nt o)
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on en déduit que

—-1 -1
3™ _ BH 1 s B pH 2+l 2m+1 | BH pH (22
1 =EXp| 51 —WZ( k+1)/n — k/n) @m+2)! ( (k+1)/n — k/n)
k=0 k=0
1
S H H \2m+2
+0| D (Biiaym — B
k=0

A I'aide d’une régression linéaire, on peut montrer que, d&nstidonc en probabilité,

(2m + 2)! )
= 242 iy )l H=ont2
> (Bllym = B~ ' 1
k=0 +00 SiH <

et queZ’,Z;é(B&’H)/n - B,Zn)z’”“ — 0 quandH > 1/(4m + 2). QuandH < 1/(4m + 2), en utilisant la méme

technique que [5], Section 5, preuve de 2.b), on peut montre[q;l;%(B(’ZH)/n — B,Zn)z"“rl ne converge pas en
probabilité. Donc, en probabilité,

2m +1 .
exp| BY + — "2\ Lexp(BH) siH=—— .
p( 1 +2m+l(m+1)z>7é P(By) 2m + 2
. 1
Xy = oo SSma2 -2, 12
1
ne converge pas St
11

Ainsi, comme la solution donnée par la méthode de Doss et Sussmamnﬁaaxp(B,H), le schéma ne converge
pas vers elle sH < 1/(2m + 2). Ceci termine la démonstration de la propositiornz
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