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Résumé

Dans cette Note, nous montrons qu’un test d’uniformité pour un échantillon de points d’un espace 2-point homogène
basé sur la fonction de Green du laplacien. Nous retrouvons les célèbres statistiques de Watson, Cramér–von Mises et
Darling comme des cas particuliers de cette classe de statistiques.Pour citer cet article : J.-R. Pycke, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I
341 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Statistics related to Green’s function of the Laplacian. In this Note, we show that an invariant test of uniformity for a sam
from a compact 2-point homogeneous space can be based on the Green function of the Laplacian. The three celebrat
Cramér–von-Mises and Anderson–Darling statistics are shown to be particular cases of this family of statistics.To cite this article:
J.-R. Pycke, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 341 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Soit M un espace 2-point homogène connexe, compact, muni de sa mesure canonique de densitédP enP ∈ M ,
induisant une densité également notéed sur toute sous variété (voir [3], ChapitreII ). Si l’on souhaite tester l’hypothès

H0 : l’échantillonP1, . . . ,Pn provient d’une population uniformément distribuée surM ,

il est naturel de chercher à construire une statistique qui soit, tout comme la distribution testée, invariante par
des isométries deM (voir par exemple [7]). Dans cette Note, nous montrons que desU - ou V -statistiques de ce typ
peuvent être obtenues à partir de la fonction de Green du laplacien surM . Nos principaux résultats sont basés
le développement orthogonal du noyau de ces statistiques, qui implique les propriétés asymptotiques bien
exposées dans [10], §4.3. Le développement bilinéaire donné dans le Théorème 2.2 généralise celui conn
statistique de Watson (casd = 1). Sa composante radiale permet de construire un test introduit au Théorème
peut être interprété comme la composante principale radiale d’un test d’uniformité, généralisant les statist
Cramér–von Mises (casd = 1) et d’Anderson–Darling (d = 2), dont nous donnons ainsi une interprétation géo

Adresse e-mail : pycke@ccr.jussieu.fr (J.-R. Pycke).
1631-073X/$ – see front matter 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2005.03.017
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Tableau 1
Notation

Notation Espace dimR M

M(d,d − 1, κ) = Sd (R) sphère euclidienne dansR
d+1, de rayonR = (2

√
κ)−1 d ∈ N

∗
M(d,0, κ) = Pd

κ (R) projectif réel de courbure constanteκ d ∈ N
∗

M(d,1, κ) = Pd
κ (C) projectif complexe de courbure sectionnelle holomorphe 4κ d = 4,6,8, . . .

M(d,3, κ) = Pd
κ (H) projectif sur les quaternions de courbure sectionnelle maximale 4κ d = 8,12,16, . . .

M(16,7, κ) = P 16
κ (Cay) plan projectif sur les octaves de Cayley de courbure sectionnelle maximale 4κ d = 16

trique, respectivement sur le cercle et sur la sphère. Les casd = 2 et 3, qui donnent de nouvelles statistiques, s
étudiés dans les exemples 2 et 3. En particulier, on y définit par (8) une statistique très simple pour un test
mité sur la sphèreS2, qui généralise celle que Watson avait introduite pour le cercleS1. Elle est basée sur la moyen
géométrique des espacements entre les points de l’échantillon.

Rappelons tout d’abord (voir [5] p. 78, [8] exemples 1 à 4 p. 340–341, [9] ChapitreI, [4] p. 202) qu’un tel espace, e
caractérisé par un triplet(d, q, κ) tel qued ∈ N

∗, (q, κ) ∈ {0,1,3,7, d −1}× (0,∞) oùd est la dimension deM surR
etκ une courbure. En notantM(d,q, κ) l’espace correspondant, les cas possibles sont donnés dans le Tableau
omettrons les indices(n, d, κ) lorsqu’ils sont déterminés sans ambiguïté. Le diamètreδM deM(d,q, κ), la surface
A(r) d’une boule de centre quelconque et de rayonr ∈ [0, δM ] sont donnés par

δM := max
P,Q∈M(d,q,κ)

d(P,Q) = π

2
√

κ
, et A(r) = A[d, q, κ](r) = 2πd/2

�(d/2)
Sd−1

κ (r)Cq
κ (r), (0� r � δM)

avecSκ(r) := (1/
√

κ)sin(
√

κr), Cκ(r) := cos(
√

κr) et nous noteronsTκ = Sκ/Cκ . Le volume de cette boule est do

V (r) = V [d, q, κ](r) =
r∫

0

A[d, q, κ](ρ)dρ =
(

π

κ

)d/2
�((q + 1)/2)

�((q + 1+ d)/2)
I

[
d

2
,
q + 1

2
;sin2(

√
κr)

]

oùI est la fonction Bêta incomplète définie parI [a, b;x] := �(a + b)/[�(a)�(b)] ∫ x

0 ta−1(1− t)b−1 dt poura, b > 0
et x ∈ [0,1]. Fixons un pôleN ∈ M , et soitP �→ r := d(N,P ) la fonction distance associée à ce pôle. Soit�M

le laplacien surM , avec la convention de signe telle que toutes ses valeurs propres soient négatives (donc
de l’opérateur introduit dans [3], ChapitreII , § G.III p. 126). Les valeurs propres de(−�M) sont les réelsλk =
λk[d, q, κ] = 2κk(2k + d + q − 1), (k ∈ N). MunissonsL2(M) de la norme induite par le produit scalaire(f |g) :=∫
M

f (P )g(P )dP, f,g ∈ L2(M). Pour toutk ∈ N, l’ espace propreEk associé àλk est de dimension finie et contie
une unique fonctionC∞ ne s’annulant pas enN , de norme 1 et qui soit sphérique zonale relativement àN , c’est-à-
dire ne dépende que der = d(P,N) (voir [7]). NotéesP �→ f 0

k (r), ces fonctions sont liées aux polynômes de Ja

P
(α,β)
k (x) := (−1)k

k!2k (1− x)−α(1+ x)−β dk

dxk [(1− x)k+α(1+ x)k+β ], (α,β > −1, k ∈ N) par la relation, pourk ∈ N,

f 0
k (r) =

(
κ

π

)d/4

P̃
( d−2

2 ,
q−1

2 )

k [Cκ(2r)]

:=
(

κ

π

)d/4{k!( d+q−1
2 + 2k)�(d

2)�(
d+q−1

2 + k)

�(d
2 + k)�(

q+1
2 + k)

}1/2

P
( d−2

2 ,
q−1

2 )

k

[
Cκ(2r)

]
(voir [1] p. 65). Pourk � 1, l’orthogonalE0

k def 0
k (r) dansEk est constitué de fonctions dont la moyenne est nulle

toute sphère de centreN . Une base orthonormale deE0
k formée de fonctionsC∞ sera notée{f i

k : 1� i � dimEk −1}.
Il existe une unique fonctionGM(P,Q), dite fonction de Green centrée du laplacien, solution de(−�Q)GM =
δP − 1/VM , avec

∫
M

GM(P,Q)dQ = 0 oùδP est la distribution de Dirac enP etVM := V (δ) le volume total deM
(voir [2], Chapitre 4, § 2.3 p. 108).

2. Résultats généraux

Théorème 2.1. La fonction de Green centrée du Laplacien sur M est
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t
s
te
s.
GM(P1,P2) = gM

[
d(P1,P2)

] := 1

VM

δ∫
d(P1,P2)

VM − V (r)

A(r)
dr − 1

V 2
M

δ∫
0

V (r)[VM − V (r)]
A(r)

dr

= �(d
2)

2πd/2

{ δ∫
d(P1,P2)

I [ q+1
2 , d

2;cos2(
√

κr)]
Sd−1

κ (r)Cκ(r)
dr −

δ∫
0

I [ q+1
2 , d

2;cos2(
√

κr)]I [ d
2 ,

q+1
2 ;sin2(

√
κr)]

Sd−1
κ (r)Cκ(r)

dr

}

=
∞∑

k=1

f 0
k (r1)f

0
k (r2)

λk

+
∞∑

k=1

∑(dimEk−1)

=1 f 


k (P1)f


k (P2)

λk

. (1)

La série (1) converge au sens des distributions quel que soit d = dimM ∈ N
∗, dans L2(M) si dimM � 3, ponctuel-

lement si dimM = 1. Si d(N,Pi) = ri , (i = 1,2), la valeur moyenne de P �→ GM(P1,P ) lorsque P parcourt sur la
sphère S(r2) de centre N , contenant P2, est donnée par

GM
M (r1, r2) := 1

A(r2)

∫
S(r2)

GM(P1,P )dP =
∑

k

f 0
k (r1)f

0
k (r2)

λk

. (2)

Notonsχ2(m) une v.a. de loiχ2 àm degrés de liberté.

Théorème 2.2. Si dimM ∈ {2,3} (resp. dimM = 1), alors sous H0, la U -statistique (resp. la V -statistique)

UM(P1, . . . ,Pn) := 2

(n − 1)

∑
1�i<j�n

GM(Pi,Pj ),

(
resp. VM(P1, . . . ,Pn) := 1

n

n∑
i=1

n∑
j=1

GM(Pi,Pj )

)
(3)

tend en loi vers la v.a.
∑∞

k=1
χ2

k (dimEk)−dimEk

2κk(2k+d+q−1)
, (resp.

∑∞
k=1

χ2
k (dimEk)

4κk2 ) où les χ2
k , k � 1, sont indépendantes.

Le test suivant revient à se limiter à tester la répartition « radiale » de l’échantillon, puisqueH ′
0 est clairemen

impliquée parH0 si on a poséri = d(N,Pi). Remarquons que les fonctionsA, V , GM et gM sont définies pour de
valeurs non entières ded et q, même si la variété correspondanteM(d,q, κ) n’existe pas. On pourrait tenir comp
de cette extension dans le théorème suivant. En particulier l’identité(4) généraliserait(2) à des valeurs non entière

Théorème 2.3. Pour tout d ∈ N
∗, on a

GM
M (r1, r2) =

∞∑
k=1

P̃
( d−2

2 , d−2
2 )

k [cos(
√

κr1)]P̃ ( d−2
2 , d−2

2 )

k [cos(
√

κr2)]
4κk(k + d − 1)

,

(
0� r1, r2 � π

2
√

κ

)
=

{
gM(δ − r1) + gM(r2) − gM(δ) si r1 � r2,

gM(r1) + gM(δ − r2) − gM(δ) si r1 � r2.

= �(d
2)

2πd/2

δ∫
0

I [ d
2 , d

2;cos2(
√

κr)]{1{r�max(π−r1,π−r2)} + 1{r�max(r1,r2)} − I [ d
2 , d

2;sin2(
√

κr)]}
Sd−1

κ (r)Cd−1
κ (r)

dr. (4)

Sous l’hypothèse

H′
0 : L’échantillon r1, . . . , rn provient d’une distribution de densité A[d, d − 1, κ] sur (0, π

2
√

κ
),

la V -statistique

VM
M (r1, . . . , rn) := 1

n

n∑
i=1

n∑
j=1

GM
M (ri, rj ) = −ngM(δ) + 1

n

n∑
i=1

(2i − 1)
[
gM(δ − r(i)) + gM(r(i))

]
(5)

tend en distribution vers la v.a.
∑∞ ξ2

k où (ξk)k�1 est une suite de variables N (0,1) indépendantes.
k=1 4κk(k+d−1)
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Exemple 1. Pour le cercleS1(R) = M(1,0,1/(4R2)) de rayonR, on obtient

G1,0, 1
4R2

(P,Q) = [πR − d(P,Q)]2
4πR

− πR

12
et

GM
1,0, 1

4R2
(r1, r2) = r2

1 + (πR − r2)
2

4πR
− πR

12
, (0� r1, r2 � πR). (6)

Si pouri = 1, . . . , n, l’argument dePi est 2πxi avecxi ∈ [0,1], notonsx(1) < · · · < x(n) cet échantillon ordonné e
x̄ := n−1 ∑n

i=1 xi . On obtient alors

V1,0, 1
4R2

(P1, . . . ,Pn) = 1

n

n∑
i=1

n∑
j=1

{
(πR − d(Pi,Pj ))

2

4πR
− πR

12

}
= 2πR

n

n∑
i=1

n∑
j=1

{
(|xi − xj | − 1/2)2

2
− 1

24

}
= 2πRU2

n (7)

où U2
n = ∑n

i=1(x(i) − i−1/2
n

)2 + 1
12n − n(x̄ − 1

2)2 est la statistique de Watson (voir [6], (4.17) p. 27). Si
suite on posed(Pi,N) = πyi (donc yi ∈ [0,1]) en notanty(1) < · · · < y(n) cet échantillon ordonné, on obtie

2
πR

VM
1,0, 1

4R2
(P1, . . . ,Pn) = W2

n (y1, . . . , yn) := ∑n
i=1(y(i) − i−1/2

n
)2 + 1

12n où W2
n n’est autre que la statistique d

Cramér–von Mises (voir [6], (4.18) p. 27).

Exemple 2. M(2,1, 1
4) est la sphère unité deR3. Les calculs donnentG2,1, 1

4
(P1,P2) = log 2−1−log[1−cosd(P1,P2)]

4π
,

GM
2,1, 1

4
(r1, r2) = − 1

4π
log e(1+cosr1)(1−cosr2)

4 . En remarquant que(2[1 − cosd(P,Q)])1/2 =: δ(P,Q) est la distance

entreP etQ dansR3, on obtient

U2,1, 1
4
(P1, . . . ,Pn) = −(n/(4π)) log

(
e/4 · g2

n

)
(8)

où gn := ∏
1�i<j�n δ(Pi,Pj )

2
n(n−1) est la moyenne géométrique des distances dansR3 entre les points distincts d

l’échantillon. Elle tend en loi vers la variable aléatoire
∑∞

k=1
χ2

k (2k+1)−(2k+1)

k(k+1)
où les variables{χ2

k (2k + 1): k � 1}
sont indépendantes. En posantxi = (1− cosri)/2, (1� i � n), on obtient

4πVM
2,1, 1

4
(r1, . . . , rn) = −n − 1

n

n∑
i=1

(2i − 1) log
[
x(i)(1− x(n−i+1))

] = A2
n(x1, . . . , xn) (9)

oùA2
n est la statistique d’Anderson–Darling (voir [6], (5.4.2) p. 36).
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