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Résumé

Nous considérons certains résultats de généricité au sens des catégories de Baire, et étudions s’ils peuvent ou no
aux cadres fournis par la prévalence, et par les ensembles HP-résiduels.Pour citer cet article : A. Fraysse et al., C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Some generic properties in analysis.We consider some classical genericity results in the sense of Baire categorie
we study whether they can be extended to the settings supplied by prevalence and by HP-residual sets.To cite this article:
A. Fraysse et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Our purpose in this Note is to examine several results of genericity which were proved in the sense o
categories, and see if they also hold in the setting supplied by prevalence, and, perhaps, stronger settings. P
was first introduced by Christensen, see [1], and rediscovered by Hunt, Sauer and Yorke, see [7]); we stat
(restrictive) setting of complete metric vector spaces.

Definition 0.1.Let E be a complete metric vector space. A Borel setA ⊂ E is Haar-null if there exists a compact
supported probability measureµ such that

∀x ∈ E, µ(x + A) = 0. (1)

More generally, a set is Haar-null if it is included in a Borel Haar-null set.
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This notion extends in the infinite dimensional setting the notion of set of Lebesgue measure 0. The com
of a Haar-null set is called prevalent. We will say that a property is almost sure if it holds on a prevalent se
null sets and sets of first category share the following properties which are natural to impose on a colle
‘small sets’ corresponding to a given notion of genericity, see [1,7]:

– Any countable union of small sets is small.
– If A is small andB ⊂ A, thenB is small,
– A small set has an empty interior.
– If A is small, then∀x ∈ E, x + A is small.
– If A is small, then∀λ ∈ R, λA is small.
– If E is infinite dimensional, then compact sets are small.
We start by mentioning results which differ widely in the quasi-sure setting and in the prevalent setting

concern images of a given set or a given measure by a generic set of continuous functions.
Recall that aCantor setis the image of the triadic Cantor set by an homeomorphism. The following resul

proved in [9].

Theorem 0.2.Let E = C(R), K a Cantor set andµ a diffuse non-vanishing measure supported by a com
interval ofR; f (K) almost surely is the closure of its interior andν = µ◦f −1 is an absolutely continuous measu
whose density is aC∞ function. Moreover, this density belongs almost surely to any given non quasi-analytic
of C∞ functions.

Recall that, in the quasi-sure setting, Kaufman showed thatf (K) is a Cantor set of measure zero andν is a
singular measure. Ifα ∈ ]0,1[, then, denote bẏCα(R) the space of mappingsf :R → R such that, on any bounde
intervalI ⊂ R, ∀x, y ∈ I , f (y) − f (x) = o(|x − y|α) uniformly.

Theorem 0.3.Let E = Ċα(R); let K be a Cantor set such that locally constant functions are dense inĊα(K) (the
restrictions toK of the functions ofE), and letµ be a diffuse non-vanishing measure supported by a com
interval ofR; thenf (K) almost surely is the closure of its interior andµ has a finite energy with respect to th
Riesz kernel1/rγ . If α < γ , thenν almost surely has anL2 density; if 2α < k, then this density belongs toCk

wheneverk <
γ
2α

− 1.

The corresponding quasi-sure result states that, for quasi-everyf ∈ E, f (K) is a Kronecker set, i.e. is a com
pact set such that any continuous function of modulus 1 onf (K) can be uniformly approximated by imagina
exponentials, andν is singular and satisfies lim supu→0 |ν̂(u)| =‖ ν ‖= ∫ |dν|.

Here are examples where quasi-sure and almost sure results coincide. Denote byH(D) the set of functions
f (z) = ∑

anz
n analytic in the unit diskD endowed with the family of semi-normspn(f ) = supKn

|f (z)|, where
Kn is the disk centered at 0 of radius 1− 1/n. The following result of [2] extends to the prevalent setting
classical quasi-sure impossibility to extend an analytic function beyond the disk of convergence.

Theorem 0.4.The set of functionsf ∈ H(D) which admit an analytic extension through an arc of the circle
convergence form an Haar-null set.

We now consider another example where quasi-sure and almost sure results coincide in the setting pro
Hölder regularity.

Definition 0.5.Let α � 0 andC > 0; a functionf :Rd → R is Cα(x0) if there exists a polynomial P of degree le
thanα and a constantC such that, if|x − x0| � 1, then|f (x) − P(x − x0)| � C|x − x0|α . The Hölder exponent o
f at x is h (x ) = sup{α: f ∈ Cα(x )}.
0 f 0 0
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In [6], Hunt proved that, ifs > 0, almost every function inCs
0(R

d) satisfies∀x ∈ R
d , hf (x) = s. Let s � 0 and

p � 1; the Sobolev spaceLp,s(Rd) is the space of functionsf such that(Id−�)s/2f ∈ Lp. The following result
(cf. [4]) was first proved in [8] in the setting of Baire categories.

Theorem 0.6.If s − d/p � 0, then almost every function inLp,s is nowhere locally bounded, and therefore
spectrum of singularities is not defined. Ifs − d/p > 0, then the Hölder exponent of almost every functionf of
Lp,s takes values in[s − d/p, s] and∀H ∈ [s − d/p, s], df (H) = Hp − sp + d ; furthermore, for almost everyx,
hf (x) = s. If s − d/p > 0, let x0 be an arbitrary given point inRd ; then, for almost every function inLp,s ,
hf (x0) = s − d/p.

Extensions of this result which concern the generic validity of the multifractal formalism can be found
The following notion of genericity is stronger than both prevalence and Baire categories; it was discove
Kolář, see [11].

Definition 0.7. Let A be a subset of a Banach spaceE and c ∈ (0,1]; A has the propertyHP(c) if for every
c′ ∈ (0, c) andr > 0 there existsK > 0 and a sequence of balls{Bi}i∈N, whereBi = B(yi, c

′r) and‖yi‖ � r, such
that

∀x ∈ E, card
{
i ∈ N: (x + Bi) ∩ A 
= ∅}

� K. (2)

The setA is said to beHP-small if there is(cn) ∈ (0,1] such thatA is a countable union of setsAn with property
HP(cn). The complement of anHP-small set is called anHP-residual set.

This notion satisfies our six genericity requirements. The following result of [5] shows that the last statem
the previous theorem holds in this stronger context.

Theorem 0.8.Let p > 1, s > d/p andx0 ∈ R
d be fixed. The functions ofLp,s(Rd) having the pointwise Hölde

exponenthf (x0) = s − d/p form an HP-residual set ofLp,s .

1. Notions de généricité

Deux notions de généricité ont été très utilisées en analyse. La première, de nature topologique, est fo
les catégories de Baire. Nous en rappelons la définition dans un espace métrique completE : un ensembleA ⊂ E

est de première catégorie (ou maigre) s’il est inclus dans une union dénombrable de fermés d’intérieur v
propriété est quasi-sure si elle est vérifiée sur le complémentaire d’un ensemble de première catégorie
notion de généricité entre dans le cadre de la théorie de la mesure : un ensembleA est générique pour une mesu
µ surE si le complémentaire deA est de mesure nulle. Contrairement à la précédente, cette notion n’a a prio
de canonique ; elle dépend de la mesure choisie. En revanche, elle revêt un caractère canonique siE est un groupe
localement compact, car alors la mesure de Haar joue un rôle privilégié.

Bien qu’étant de natures très différentes, ces deux notions partagent plusieurs propriétés, qu’il est natu
poser à toute autre notion de généricité (nous les écrivons pour les ensembles « petits », c’est-à-dire les e
de première catégorie ou les ensembles de mesure nulle ; elles se traduisent, par passage au complém
propriétés des ensembles génériques).

Trois propriétés sont vraies en toute généralité dans les deux cadres :
– toute union dénombrable d’ensembles petits est petite,
– siA est petit etB ⊂ A, alorsB est petit,
– un ensemble petit est d’intérieur vide.

Si E est un espace vectoriel de dimension finie, on a les propriétés de compatibilité avec les opérations
vectoriel :

– siA est petit, pour toutx ∈ E, x + A est petit,
– siA est petit, pour toutλ ∈ R, λA est petit.
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Si E est de dimension infinie, nous souhaitons conserver ces cinq propriétés et y ajouter une propriété vé
les ensembles de première catégorie, et qui paraitra certainement naturelle à tout praticien de l’analyse
nelle :

– tout compact est petit.
Aucune des deux notions de quasi-sûr et de presque sûr ne correspond parfaitement à ce que la notio

de généricité recouvre : une propriété peut être quasi-sure dansR
d et n’être vérifiée que sur un sous-ensemble

« petit » pour d’autres notions naturelles (sur un ensemble de mesure nulle, et même de dimension de H
nulle, comme le montre l’exemple des nombres de Liouville, cf. [12]) ; siE est un espace de Banach sépara
toute mesureσ -finie surE est tendue, c’est-à-dire portée par une union dénombrable de compacts ; en dim
infinie, un ensemble générique pour cette mesure peut donc être très « petit » ; de plus il n’existe pas de
de Haar » c’est-à-dire de mesureσ -finie invariante par translation sur un tel espace, cf. [7].

Cette dernière difficulté peut être palliée de la façon suivante : remarquons que, pour définir une no
généricité liée à une mesure, on n’a pas besoin de définir la mesure de tout borélien, mais seulement d
déterminer quels sont les ensembles de mesure nulle. Or, en dimension finie, on dispose d’une propriété c
tique d’extrémalité qui permet de caractériser les ensembles de mesure de Lebesgue nulle sans faire exp
apparaitre cette mesure : une application immédiate du théorème de Fubini montre qu’un borélienA ⊂ R

d est
de mesure nulle si et seulement s’il existe une mesure de probabilitéµ à support compact telle que∀x ∈ R

d ,
µ(x +A) = 0. Suivant une démarche habituelle en mathématiques, on transforme cette propriété caractéri
une définition (initialement introduite par J. Christensen pour des groupes topologiques, cf. [1]).

Définition 1.1.SoitE un espace vectoriel métrique complet ; un borélienA ⊂ E est Haar-nul s’il existe une mesu
de probabilitéµ à support compact telle que

∀x ∈ E, µ(x + A) = 0. (3)

Plus généralement, un ensemble est Haar-nul s’il est inclus dans un borélien Haar-nul.

En suivant la terminologie introduite par Hunt, Sauer et Yorke (qui ont redécouvert cette notion, cf. [
appelle prévalent le complémentaire d’un ensemble Haar-nul. La prévalence fournit donc une notion de g
qui généralise, dans le cadre non localement compact, la notion de presque partout pour la mesure de Le
vérifie les six conditions que nous avons énumérées, cf. [1,7]. Nous dirons qu’une propriété est presque s
est vérifiée sur un ensemble prévalent.

Si E est un espace de fonctions définies surR, un processus aléatoire à valeur dansE n’est autre que la don
née d’une mesure de probabilité surE. On peut donc réécrire (3) sous une forme plus probabiliste : il exist
processusXt à valeurs dansE tel que∀f ∈ E, P(f + X ∈ A) = 0.

Le principe de dichotomie entre ensembles de mesure nulle et ensembles de première catégorie s’é
cadre : siE est un espace de Banach séparable,E s’écrit comme union d’un ensemble de première catégor
d’un ensemble Haar-nul (cf. [13] où un résultat plus fort est démontré).

Certaines propriétés quasi-sûres sont également vraies au sens de la prévalence ; il en est ainsi de
classique dû à Banach et Mazurkiewicz et qui affirme que quasi-toute fonction continue surR n’est nulle part
dérivable, cf. [6]. Dans cette Note, nous considérerons certaines propriétés quasi-sûres en analyse, et no
si elles sont également presque sûres. Quand ce sera le cas, nous considérerons également le problèm
s’il existe des notions de généricité plus fortes qui pourraient être le bon cadre pour de telles propriété
intention à travers ces quelques exemples est de contribuer à mieux cerner les types de propriétés pour
l’une ou l’autre notion sont pertinentes.

La Section 2 reprend des résultats de généricité au sens de Baire dus à Kaufman qui concernent les im
ensemble de Cantor fixé, ou d’une mesure fixée par des applications continues (ou plus régulières) : les e
génériques obtenus sont très petits, et les mesures génériques très singulières ; ceci est en opposition
avec les résultats prévalents : les ensembles génériques sont alors grands (ils contiennent au moins un
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et les mesures génériques ont des densités régulières ; les résultats de cette partie sont dus à J.-P. Kaha
Section 3, on considère des résultats qui sont à la fois presque sûrement et quasi-sûrement vrais ; ils c
l’impossibilité de prolonger des séries entières au delà du disque de convergence, et des propriétés de m
lité. Enfin, dans la Section 4, on examine l’éventuelle pertinence de notions de généricité plus fortes que
la prévalence. Le Théorème 3.1 est du à A. Fraysse, les Théorèmes 3.2 et 4.2 sont dus à A. Fraysse et S

2. Propriétés prévalentes des images continues

On appelle ensemble de Cantorl’image de l’ensemble triadique de Cantor par un homéomorphisme. O
considérer les images par une fonctionf générique deC(R) d’un ensemble de CantorK et d’une mesureµ.
Rappelons tout d’abord le résultat quasi-sûr établi par Kaufman, cf. [10] :

Théorème 2.1.Soit E = C(R), K un ensemble de Cantor etµ une mesure diffuse, non nulle et portée par
intervalle compact deR ; pour quasi-toute fonctionf deE, f (K) est un ensemble de Kronecker, etν = µ ◦ f −1

est une mesure singulière.

Rappelons qu’un ensemble de Kronecker surR est un compactK tel que toute fonction continue et de module
surK soit approximable uniformément par des exponentielles imaginaires. C’est un ensemble de Cantor,
le rôle d’ensemble mince dans la plupart des questions d’analyse harmonique. En particulier, siσ est une mesur
portée par un ensemble de Kronecker, on a lim supu→0 |σ̂ (u)| = ‖σ‖ = ∫ |dσ |.

Le résultat suivant est démontré dans [9].

Théorème 2.2.Sous les mêmes hypothèses,f (K) est presque sûrement l’adhérence de son intérieur etν est une
mesure absolument continue dont la densité estC∞. De plus, cette densité appartient presque sûrement a
classe non quasi-analytique de fonctionsC∞ arbitrairement donnée.

Indiquons maintenant ce que deviennent ces résultats lorsqueE est un espace de fonctions un peu plus
gulières. Siα ∈ ]0,1[, on noteraĊα(R) l’espace des applicationsf :R → R telles que, sur tout intervalle born
I ⊂ R, on ait uniformément∀x, y ∈ I , f (y) − f (x) = o(|x − y|α).

Théorème 2.3.SoitE = Ċα(R) ; soit K un ensemble de Cantor tel que les fonctions localement constante
denses danṡCα(K) (les restrictions àK des fonctions deE), et soitµ une mesure diffuse, non nulle et portée p
un intervalle compact deR. Pour quasi-toute fonctionf deE, f (K) est un ensemble de Kronecker, etν = µ◦f −1

est une mesure singulière telle quelim supu→0 |ν̂(u)| = ‖ν‖ = ∫ |dν|.
Par contre, le résultat prévalent dans ce cadre est le suivant, cf. [9].

Théorème 2.4.SoitE = Ċα(R) ; soit K un ensemble de Cantor tel que les fonctions localement constante
denses danṡCα(K) ; alorsf (K) est presque sûrement l’adhérence de son intérieur.

Siµ est une mesure diffuse, non nulle et portée par un intervalle compact deR, et d’énergie finie par rapport au
noyau de Riesz1/rγ , c’est-à-dire telle que

∫∫ |x − y|−γ µ(dx)µ(dy) < ∞. Siα < γ , alorsν a presque sûremen
une densitéL2 ; si 2α < k, cette densité appartient àCk pour toutk <

γ
2α

− 1.

3. Séries entières et analyse multifractale

NotonsH(D) l’ensemble des fonctionsf (z) = ∑
anz

n analytiques dans le disqueD unité et muni de la famille
de semi-normespn(f ) = supKn

|f (z)|, où Kn est le disque centré en 0 et de rayon 1− 1/n ; H(D) est alors un
espace métrisable complet, et quasi-toute fonction deH(D) admet le cercle unitéC comme frontière naturelle
c’est à dire n’est pas prolongeable analytiquement au-delà de n’importe quel arc de ce cercle. Le même

lieu au sens de la prévalence, cf. [2].
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Théorème 3.1.L’ensemble des fonctionsf deH(D) vérifiant la propriété: « il existea ∈ C etε > 0 tels quef (z)

admet un prolongement analytique sur le disque de centrea et de rayonε » est Haar-nul.

Rappelons maintenant les différentes notions rattachées à l’analyse multifractale des fonctions. Soitα un réel
positif et x0 ∈ R

d ; une fonctionf :Rd → R est Cα(x0) s’il existe C > 0, δ > 0 et un polynômeP de degré
inférieur àα tels que, si|x − x0| � δ, |f (x)−P(x − x0)| � C|x − x0|α . Si f ∈ L∞

loc, l’exposant de Hölder def en
x0 esthf (x0) = sup{α: f estCα(x0)}. SoitEH

f l’ensemble des pointsx0 oùhf (x0) = H ; le spectre de singularité

def (notédf (H)) est la dimension de Hausdorff deEH
f .

Soients � 0 etp � 1 ; l’espace de SobolevLp,s est l’espace des fonctionsf telles que(Id−�)s/2f ∈ Lp. Le
résultat suivant (cf. [4]) fût d’abord démontré dans [8] dans le cadre des catégories de Baire.

Théorème 3.2.Si s − d/p � 0, presque toute fonction deLp,s est nulle part localement bornée.
Si s − d/p > 0, l’exposant de Hölder de presque toute fonctionf deLp,s prend ses valeurs dans[s − d/p, s]

et∀H ∈ [s − d/p, s], df (H) = Hp − sp + d ; et, pour presque toutx, hf (x) = s.
Si s − d/p > 0, fixons un pointx0 arbitraire dansR

d ; alors, presque toute fonction deLp,s vérifiehf (x0) =
s − d/p.

On trouvera dans [3] des extensions de ces résultats concernant la validité du formalisme multifractal.

4. Autres notions de généricité

Une notion de généricité plus forte que la prévalence et Baire a été introduite par Kolář, cf. [11].

Définition 4.1.SoitE un espace de Banach,A ⊂ E etc ∈ (0,1] ; A a la propriétéHP(c)si ∀c′ < c et r > 0, il existe
K > 0 et une suite de boules{Bi}i∈N,avecBi = B(yi, c

′r) et‖yi‖ � r, telles que

∀x ∈ E, card
{
i ∈ N: (x + Bi) ∩ A 
= ∅}

� K. (4)

L’ensembleA estHP-petit s’il existe des(cn) ∈ (0,1] tels queA = ⋃
An, chaqueAn ayant la propriétéHP(cn). Le

complémentaire d’un ensembleHP-petit est ditHP-résiduel.

Cette notion de généricité vérifie notre liste de six conditions. Kolář a démontré dans [11] que, dans l’espa
des fonctions continues, l’ensemble des fonctions ayant un exposant de Hölder partout nul est HP-résidu
un autre exemple de HP-généricité qui étend le dernier point du Théorème 3.2, cf. [5].

Théorème 4.2. Soientp > 1, s > d/p et x0 ∈ R
d . Les fonctions deLp,s(Rd) ayant pour exposant de Hölde

ponctuels − d/p enx0 forment un ensemble HP-residuel deLp,s .
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