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Résumé

On établit un lien entre la dimension de la mesure harmoniglientropie asymptotiqué et la vitesse de fuittassociées a
une marche aléatoire sur le groupe des isométries d’'un espace hyperbolique au sens de Gromov, lien de laifatmgidim
Ensuite, on utilise cette propriété afin de construire une mesure harmonique de dimension aussi petite que voulue et on en dédui
un résultat sur le type de cette mesuraur citer cet article: V. Le Prince, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
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Abstract

Singularity of the harmonic measure on the boundary of a hyperbolic group. This Note deals with the dimension of the
harmonic measure associated with a random walk on the isometry group of a Gromov hyperbolic space. We establish a link
of the form dimv < /1 between the dimension of the harmonic measure, the asymptotic etraipye random walk and
its rate of escapé Then we use this inequality to show that the dimension of this measure can be made arbitrarily small and
deduce aresult on the type of the harmonic meaJureitethisarticle: V. Le Prince, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
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1. Introduction

On considéere un espace hyperbolique au sens de Grokhed) [4], dans lequel, un point de basetant fixé,
on note(-|-) le produit de Gromov. Son bord géométrique est 183f€ On se donne un sous-groupe dénombrable
G du groupe des isométries d¥, d) agissant proprement discontinlment. L'ensemble limitede G est défini
comme I'ensemble des points d’accumulation daksde I'orbite Go. On supposera cet ensemble infidi ;est
alors dit non-élémentaire.
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Etant donnée une mesure de probabjlitéur G, on définit la marche aléatoire associgg),>o parxg = e et
pourn > 1x, =hy---h,, (hi)i>1 €tant une suite de variables aléatoires indépendantes de @ noteP la loi

de la trajectoirex = (x,,) dansG" ; la loi de x,, est la convoléezémedeu, notéeu™. Sous certaines hypothéses,
on sait décrire le comportement asymptotique de cette marche :

Proposition 1.1[7]. On suppose que le support deengendre le group&. Alors la suite(x, 0) convergeP-presque
sGrement vers un élémeny, ded X.

On appelle mesure harmonique la distributioncdg notéev. Cette mesure estu-stationnaire v = p * v. Si
de plus la mesurg admet un moment d’ordre 1, c’est a dEgeG n(g)d(o, go) < o0, alors(d X, v) coincide
avec le bord de Poisson @€, ) [7].

Nous allons nous intéresser ici a la dimension de Hausdorff de la mesure harmonique et par conséquent a sor
type. Concernant ces caractéristiques, on sait déja que la mesure harmonique n’'a pas d’'atome. Si le gupport de
engendreG en tant que semi-groupe, le supportidest 'ensemble limite. Notre but sera ici de construire sur
G une mesurg: symeétrique telle que la mesure harmonique associée soit singuliere par rapport a la mesure de
Hausdorff surAs. Pour cela, on établit dans la partie 2 une relation entre la dimension de la mesure harmonique,
la vitesse de fuité de la marche aléatoire et son entropie asymptotiqgei étend la relation dimgv = % établie,
dans le cas des arbres, dans [6] ([8] pour le groupe libre).

Rappelons les définitions des termes intervenant dans cette relation. On suposeiicadmet un moment
d’ordre 1. On appelle vitesse de fuite de la marche le taux de croissance asymptotique de la distance moyenne entr:
xpo0 €to [5]; c’estadire, en notant (u") = deG u"(g)d(o, go) (fini car x admet un moment d’ordre 1), la limite
[(w) de la suite(L(u")/n),, limite qui existe car la suitéL (1)) est sous-additive. De méme en notah(iu") =
=Y u"(g)log(n"(g)) I'entropie usuelle de la loik" (également finie lorsquge admet un moment d’ordre 1),
on définit I'entropie asymptotique [1] comme la limit€) de la suite(H (u")/n),. Quant a la dimension de
il s’agit de la dimension de Hausdorff minimale d’un ensembledeesure égale a 1; on la note alors gim
Rappelons également I'inégalité< lv [5], v désignant la croissance d’une orbite@elansX.

Les preuves détaillées des résultats annoncés dans cette note peuvent étre trouvées dans [9].

2. Majoration deladimension

On se place dans le cadre de l'introduction. On se donne également une meadmettant un moment
d’'ordre 1 et dont le support engendse

Dans le cas oK est un arbre, on définit une distance $Uf en posantd’(£1, &) = e~ ¢162) Dans le cas
général, il existe suk U X une famille de distance@l,)1<q<q4, ayant des propriétés similaires, en particulier,
pourzy etzp dansX U dX, du(z1, z2) < Ca— (1122 o0 C est une constante (voir [3], Chapitre 11). On fixe pour
la suite une telle distancg,. Etant donnée une mesure de probabilitéur un espace métriqué, ), dont on
note B(z, r) les boules, on appelle dimension ponctuelle (supérieure) da un pointt la limite : dimpm(t) =
limsup._,qlogm(B(t,r))/logr. Sous certaines conditions sur I'espaée d), cette dimension ponctuelle majore
dimg v (définie dans l'introduction) ; elle permet de plus une vision plus intuitive de la dimension : c’est la vitesse
de décroissance de la mesure des boules.

On établit dans ce cadre le résultat suivant (la distance considéréd gtant

1 h

Proposition 2.1. Pour v-presque toug dansd X, on adimpv(£) < foga 1-

Décrivons en brievement la preuve. On n@tg 'ensemble des trajectoires coincidant aweau temps: et
D(,r) = {x: x» € B(&,r)}. Rappelons que I'on a une convergerit@resque slre dé—logu”(x,)/n), et
(d(o, x,0)/n), respectivement verset/. Deux réels; ete strictement positifs étant fixés, on introduit 'ensemble
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2y . des trajectoires telles quesi> N, (x,|xn4+1) > (I —€)n. Si N est assez grand, aloFs2y ) > 1—1n/2;
on notes2 un tel 2y .. En utilisant la propriété dé, citée ci-dessus, on obtient, paue §2 etn > N, l'inclusion
C'N 2 C D(xe0, Ka™"!=9), K étant une constante. Ceci entraine

__ _ logP(D(xe0, Ka™"0=9))) logP(C" N £2)
dim =1lim <limsup——* "~
M) = ™ ogKa 1) 5 —nd — o) loga

On s’appuie ensuite sur un résultat de [6] qui affirme que sur un ensepilifei?2 de mesure supérieure a-1n,
onalimsup_, ., logP(C} N §2)/n =limsup,_, ,  logu" (x,)/n; ce qui permet de déduire de l'inégalité pre-
cédente que suR’, dimpv(xs) < lim SUpR,_, 1o —logu (x,)/n(l — €)loga; et donc que sur un ensemble de
mesure plus grande que-ly, dimpv(xs) < h/(I — €)loga.

3. Construction d’une mesure harmonique de petite dimension

On se place toujours dans le méme cadre. On souhaite construire une mesure telle que la dimension de la mesur
harmonique associée soit aussi petite que voulue. Pour cela on se donne uneur®suérique admettant un
moment d’ordre 1 et dont le support engendteainsi qu’un élément hyperbolique (G en contient un ca6
est non-élémentaire, voir [3]). On note alars= yé‘o et y1 = limg_ 1 . Puis pour chaqué > 0 on pose
Mk = %u + %(Byk +38,_,). On notey la mesure harmonique associég:a

La quantitéz(uy) est bornée car elle est majorée pafu,), et on voit facilement quél (i) est bornée. Vue
la Proposition 2.1, le probléme est donc ensuite de montrer que la vitesse de fuite devient grande. On résume ici
les principales étapes de cette démonstration.

Etant donné un rayon géodésiglieon définit le cocycle de Busemarfl) associée suk? par : B (x, y) =
M- +oold (v, k(1)) — d(x, h(r))]. Si de plusX est un espace CAF1) (par exemple un arbre ou le plan hyper-
bolique), cette quantité ne dépend que de la classe d’équivadeteg danso X ; on la note alorg (x, y). Pour
plus de simplicité, on se place maintenant dans ce cadre (sinon on a un cocycle «a une constante prés»). On a alol
la formule suivante :

() =) n(g) / B (0, g to)dv (&) ;
geG 5x
et pour les mesurgs; on obtient ainsi (dans le cas général, a une constante additive pres) :

1 1
) =5 u(g) / Pe(o, g To) (&) + 5 / [Be (0. vi) + B (0. y—1) ] dui (8). @
8 E)¢

X

Le premier membre de cette somme est borné. Quant au second, pour montrer qu'il devient grand on a besoin de:
lemmes suivants. Tout d’abord une propriété due a la convexité de la distance :

Lemme 3.1. Il existe une constant€, qui dépend uniquement deet deyy, telle que pour touk et pour touts,
Be (0, vi) + Be (0, y—i) = C.

Ensuite la minimalité de I'action dé sur son ensemble limite nous permet d'obtenir :

Lemme3.2. SoitU un ouvert rencontranii ;. Il existe une constante > 0 telle que pour touk on aitv, (U) > «.
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On choisit ensuite convenablemdnt(par la condition ¥¢ € U, (&|y+) < constantgde sorte que powy € U
(et uniformeément)ge (o, yix) et Be (0, y—i) tendent vers l'infini aveé ; ce qui permet de montrer que

k—+00
U

lim /[,Bg (0, v) + Be (0, y—1) | v (§) = +o0.

Quant a l'intégrale sub/¢, on la minore grace au Lemme 3.1. On déduit alors de la formule (1) :

Proposition 3.3. La suite(uy) a la propriété suivante limy_, % =0.

La Proposition 2.1 nous permet alors d’obtenir le résultat suivant :

Théoreéme 3.4. Soient(X, d) un espace hyperbolique étun sous-groupe du groupe des isométriedegissant
proprement discontinment, non-élémentaire. On fixe une distAnser 3 X. Alors pour chaque; > 0, il existe
une mesurew symétrique dont le support engende admettant un moment d’ordr et ayant la propriété
suivante la dimension ponctuelle supérieure de la mesure harmonicqgsociée a la marche aléatoire engendrée
par u esty-presque sirement inférieurena Si de plusG est finiment engendré, peut étre choisie a support fini.

Dans le cas d'un groupe hyperbolique agissant sur son graphe de Cayley (on fixe un systeme de géf)érateurs
la dimension d&G (on a fixé une distanc,) est égale a la croissance (par rappas) &, (G) de G (voir [2]) :
: log, car G:d(e,g) <R
00(G) = limsup g, cardg € (e, 8) };
R—o0 R

et la mesure de Hausdorff est finie et non nulle. On peut alors majorer la dimension usuelle par la dimension
ponctuelle ; et comme la premiére est un invariant du type, on en déduit la propriété suivante.

Corollaire 3.5. Etant donné un groupe hyperbolique non-élémentaire, il existe une mesyresymeétrique a
support fini dont le support engendée, et telle que la mesure harmonique associée et la mesure de Hausdorff
suraG (sur lequel on a fixé une distandg) soit singulieres.
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