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Résumé

Nous présentons dans cette Note un résultat d’existence pour un probléme de shallow water bicouche, avec conditions aux
limites de Dirichlet. La principale difficulté provient des termes couplant les deux couches. Pour les traiter, nous devons coupler
I'estimation naturelle d'énergie avec une estimation des épaisseuriaegs. Pour obtenir cette estimatidi?, nous intro-
duisons 'opérateur de Stokes et utilisons quelques résultats sur les espaces de Hardy pour traiter les termes ndrolinéaires.
citer cet article: F. Flori et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

On abi-layer shallow water problem with Dirichlet boundary conditions. We present in this Note an existence result for
a hi-layer shallow water problem, with Dirichlet boundary conditions. The main difficulty arises from the terms coupling the
two layers. To handle these, we must couple the natural energy estimate with an estimation of the thidke3s ifo obtain
this L2-estimate, we introduce the Stokes operator and we use results for Hardy spaces to treat the nonlin@ardgzithgs
article: F. Flori et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

In this Note, we study a bi-layer shallow water model in depth-mean velocity formulation [5]. In this model,
we consider a system composed by two superposed shallow layers of immiscible fluids with different and constant
densitiesp; and p2 (p2 < p1). The equations of this model result from integration on the vertical of the three-
dimensional equations of the geophysical fluids. A lot of applications can be found to this model as for instance
the modelling of the dynamics of water masses in the Alboran Sea and the Straits of Gibraltar. In this sea, two
layers of water can be distinguished: the surface Atlantic water penetrating into the Mediterranean sea through the
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Straits of Gibraltar, and the deeper, denser Mediterranean water flowing into the Atlantic. We assume that the water
surface occupies a bounded domgirof R, simply connected, with boundaiy smooth enough. Le® be equal

to2 x (0, T)yandX =T x (0,T). If v=(vy, v2) is a vector function fromQ into R? andg a scalar function

from 2 into R, we define the operatots(v) = (—vp, v1), Rotg = (1, ——) and row = 32 — 24 \We denote

by u1 = (w11, u12) (resp.uz = (u2,1,u22)) andhy (resp.hy) the ve 2Iomty vector field an& the %nckness of the

lower layer (resp. upper layer). In what follows, to avoid unnecessary mathematical technicalities, we do not take

into account the Coriolis force, the wind on the surface water, the bottom shear and the interface friction. Thus,

denoting byA; > 0, u; > 0 the diffusion coefficients, we study the following problem:

3 .
%—x Vdivi; — i Au; + (u; - Vu; +gVhi +giVh; =0 inQ,
u; =0 onx,
Py o,
a—t’ +div(u;h;) =0 inQ,
u;(t=0)= U0 and h; (t=0= hi,O in §2,

fori =1,2andj =1, 2, with j #i. Here,g is the acceleration of gravity and = %g, g2 = g. The coupling of
the two layers is taken into account by the pressure tggW# ;. We are going to show the following existence
result:

Theorem 0.1. Letu; o € L?(£2)? and h; o > 0 such thath; glogh, o € L1(£2), i = 1, 2. If the data are controlled,
then there exists a solutiof(u1, h1), (uz, h2)} of the above problentP) satisfying u; € L2(0, T; H}(52)?) N
L®(0, T; L2(£2)?), hilogh; € L°°(0, T; L1(£2)) and h; € L2(Q) for i =1, 2, in such a way that the momentum
and the continuity equations are respectively solved4(0, 7; H~1(£2)%) and LY3(0, T; W—143(2)).

The main difficulty, which does not appear in the one-layer shallow water problem [6], comes from the terms
g Vhj coupling the two layers. To treat these terms, we need to have a bouhgd ionL2(Q) according to
some bounds on; in L2(0, T; H}(£2)%) N L™ (0, T; L?(2)?) andh; logh; in L>°(0, T; L1(£2)). This result is
obtained by Munoz-Ruiz et al. [5] when the following boundary conditions are considered:= rotu; = 0
on X. With these conditions, we can easily uncouple the momentum equation into a potential equation and a
rotational equation, which allows the authors to obtain an estimake f L2(Q). In the situation of Dirichlet
boundary conditions, we can not uncouple the momentum equation, and we have to use another method to obtain
this L?-estimate. Notice that the result we obtain complete the works of Munoz-Ruiz et al. in [4], in which the
authors obtain an existence result in the one-dimensional case with Dirichlet boundary conditions.

1. Unrésultat d’existence
Nous présentons dans cette section un résultat d’existence pour le probleme (P) :

Théoréme 1.1. Soientu; o € L?(2)%, hio > O vérifiant h; glogh; o € L1(£2), i = 1,2. Si les données sont
bien choisies, alors le problenm@®) admet une solutiofi(us, h1), (uz, h2)} Vérifiant: u; € L2(0, T; H}(2)?) N
L0, T; L%(£2)?), hilogh; € L>(0,T; LY(2)) et h; € L?(Q), i = 1,2, ol les équations des moments et de
continuité sont respectivement résolues dans les esgdéd®, T; H=1(£2)?) et L*3(0, T; w—143(2)).

Pour obtenir les estimations d'énergie, nous procédons dans un premier temps de la méme maniére que dans |
cas monocouche [6]. On multiplie respectivement les équations des momenisgtap, on intégre sus2 et on
ajoute les deux équations :
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2
df1 . Con
i=1 o

2
=Zgi(hj,diVMi), (1)
i=1

ou Cgy est une constante issue des inégalités de Gagliardo—Niremberg. La principale difficulté qui diffé-
rencie ce probléme du modéle de shallow water monocouche [6] provient des t@rmdu;). Pour esti-
mer ces termes, nous avons besoin d’avoir une borné:;,sdansL2(Q) en fonction de bornes sur; dans
L2(0, T; HY(£2)%) N L>®(0, T; L?(£2)?) eth; logh; dansL>(0, T; L1(£2)). Ce résultat a été obtenu par Munoz-
Ruiz et al. [5] avec les conditions aux limites suivantes <n = rotu; = 0 sur X'. Avec ces conditions, on peut
facilement découpler I'équation des moments en une équation rotationnelle et une équation potentielle, ce qui per-
met aux auteurs d’obtenir une estimation sudansL2(Q). Dans le cas de conditions aux limites de Dirichlet,
on ne peut pas découpler aussi facilement I'équation des moments, ce qui rend délicate I'obtention d’'ub& borne
pourh;. Notons également que le résultat que nous établissons dans cette note compléte les travaux de Munoz-Rui:
et al. in [4], ou les auteurs obtiennent un résultat d’existence dans le cas monodimensionnel.

Pour démontrer le théoréme, nous procédons en trois étapes : en utilisant certaines propriétés des espaces ¢
Hardy, on commence par donner dans le Lemme 2.1 une estimatign;sW¥V)u; dansL?(0, T; H=1(£2)%) +
L0, T; W11(£2)?) en fonction de bornes suf dansL?(Hg(£2)%) N L>(L?(£2)?). Puis, en introduisant I'opé-
rateur de Stokes et en utilisant cette estimation, nous obtenons une bokpelansL2(Q) en fonction de bornes
suru; dansL?(0, T; H3(£2)?) N L>°(0, T; L3(2)?) eth; logh; dansL> (0, T; L1(£2)) (Lemma 3.1). Enfin, dans
la Section 4, on utilise le Lemme 3.1 pour obtenir les estimations globales d’énergie pour des données contrélées,
ce qui permet de passer a la limite dans les équations.

2. Uneestimation sur letermed’advection (u; - V)u;

Soit B laboule de centre € £2 et de rayon. Dans la suite, on notd/(R?) 'espace des fonctiong € H1(R?)
dont la dérivée au sens des distributions est encored&(®&?) I'espace de Hardy défini par

HYR?) = [f e LX(R?) | sup|h, * f] € Ll(RZ)}
n=0

ol hy(x) = r;‘zh(%) > 0, appartient &5°(R?) et vérifie : suppi, (x) C B, [p2hy(x)dx = 1 (voir Fefferman
et Stein [1]). Notons quéV(R?) est un sous espace de I'espace de SobuléV(R?). Dans [2], les auteurs
introduisent des espaces de Hardy définis sur des domaines bornés. Un de ces espaces est :

HA2)={f e LX) | f. e H'RD)}

ou f, est le prolongement par 0 ¢edansR?. Toute fonctionf deH}(Q) vérifie [, f dx =0. On réécrit le terme
d’advection sous la forme :

2

ou;j i

wiVui =y uik 3;1 + (=D)'u; jrotu; = To; + T1y
k=1

avecl # j. On montre alors le résultat suivant :

Lemme 2.1. Ty, Vérifie I'estimation

2 2 2
” TO,I ”LZ(O,T;H’]-(Q)) < kO””i ”L”o(O,T;LZ(Q)Z) ”ul ”LZ(O,T;H&(Q)Z)’ (2)
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et on peut décomposé&i ; sous la formely ; = Th1; + Ti2; avec
11117 20 7 129y < KLl 1Z 0 0.1 2022 ITOHi 12 ) 3)
2
||TlZl ||Ll(0,T;Wl,1(_Q)) < kollu; ”LZ(O,T;Hol(.Q)Z)’ (4)
oU kg, k1 etky sont des constantes strictement positives ne dépendant que des données.

du?
Démonstration. On a ||u; « dxlk la-10) = 2|| o kIIH 1) S 2||(u, 0?2 ||Lz(9) Ainsi, en utilisant I'inégalité de
Gagliardo Niremberg, on en déduit la majoratlon (2). Nous allons a présent egtimnarl'aide des espaces de
Hardy. Notons que; peut se décomposer sur toute bosfede la fagon suivante :

ui =Vp) +Rotg;, olp; e H'(B;)etq) € Hy(B)). (5)

Remarque 1. SoientB; et Bj;f deux boules telles qu8n = B, N Bj}‘,/ # @. Sur chacune de ces boulgspeut
étre décomposé de facon unique en utilisant (5). Il est clair quq,)]‘R,étRotqg,’ sur Bn, toutefois on a : rat; =
rotRotg; = rotRotg; sur Bp.

En utilisant la décomposition (5) et laremarque précédente, sur toute®puleient : 71 ; = — rot(u; ; Rotgy)
+ Rotu; jRotg; = Ay + C;,0u Ay vérifie [, Aydx =0etA} =0 dansR?\ 2. Pour établir le résultat annoncé
surTy;, on posely(x) = hy * Ag eth(x)=hy,x* (ac;;/ay). On commence par estimé(x). On a

1 X — Rotg? (y) 1/8 A\
I1(x) = —/ 72 ROth(%)“i,j(}’)Tn dy < Dl(][ |ui,j|ﬂ> <][(| Rotg; [n l)ﬁ ) ,
B B B

avec% + % = 1. De plus, puisque la moyenne de Rptest nulle surB; et sachant que Rgf; - n =0 surd By,
on obtient, en utilisant I'inégalité de Poincaré—Sobolev et la remarque précédente :

A 1/e 1
(][ (IRotg; 1n~2)” ) < D2<][ |rotRotq:;|“) - D2<][ |rotu,-|°‘> ,
B¥ B¥ B¥

[ [ ]

avecl — 1 = i Ainsi, en posant sypof s:|f| = M(f) et en utilisant 'inégalité de Holder, il vient :

fsup7>0|11(x)| dx D3||M (Ju;, ,Iﬁ)lli/z’/sﬁIIM(|rotuiI“)||i/2‘7ﬁ. Finalement, si on choisj§ < 2 eta < 2, on peut
appliquer le théoréme du maximum de Hardy-Littlewood, et on obyfe!um7>o [11(x)[dx < Dallu; jllL2(0) x
[rotu; |l 2(g)- Ainsi, puisqueHl(Q) c H~1(£2), on obtient (3). En utilisant la méme méthode, on peut estimer

/'sup,.¢ [12(x)| dx en fonction defu; ||H 1y €L EN rappelant qua/(R?) c W1(R?), on obtient (4).

3. Uneestimation sur k; dans L2(Q)

Lemme 3.1. Si les conditions du théoreme sont vérifiégset i, vérifient I'estimation

1
y / i10gh: + Wil g, < Coi + 7o 112000
2

2 2 2 2
+ ((Clu“i + 3(C2)||Ml ”Lz(O,T;Hol(Q)Z) + (C3||ul' ”LOO(O,T;LZ(Q)Z) ”Ml ”LZ(O,T;HOJ'(.Q)z)

+ Collhioll L1y llui ”iZ(O,T;H&(Q)Z) SED/ hilog* h; + Callhioll 1oy Sypf hilog™ h;, (6)
2 2
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oulesCy, k=1,...,4, etlesCo;, i = 1,2, sont des constantes strictement positives ne dépendant que des
données.

Démonstration. Pour obtenir une borne sy dansL?(Q), on s'inspire des travaux de P.L. Lions dans [3]. On
introduit 'opérateur de StokeS(IT) = p ou (s, p) est 'unique solution de-As + Vp = IT danss2, divs =0
dans$2, s =0 suros2 et f_Q pdx = 0. On sait queS est borné deW 17 (£2) dansL’(£2) et deL’ (£2) dans
WLr(£2) avec 1< r < co. On posep; = S(—Au;) avec(s;, p;) solution de—As; + Vp; = —Au; danss2, s; =0
surds2, divs; = 0 dans2, [, p; =0. On peut alors réécrire les équations des moments sous la forme suivante :
—piAsi + V(i pi — mi divu; + ghi + gihj) = — %4 — (u; - V)u;, ainsi, en notant que; = h; o, il vient :

. - = ou;
wipi — hi divu; + g(hi — hi0) + gi(hj —hjo) = S<—8—;> + S(—(ui - Vyuy). (7

En multipliant (7) par; et en intégrant su@, on obtient :

SliliZ2 g, = MeS Qiio(ghio+ gif) — gi [ i+ [ hicivus = s [ pit
Q0 0 0

—i—/S( aa”l)h —i—/S(—(ui V)ui)hi. @8)
0 )

Pour obtenir une borne sui; dansL2(Q), nous devons ainsi estimer chaque terme intervenant dans I'Eq. (8).
Remarquons tout d’abord qu@ hihj > 0, grace ala positivité de, eth,. Le troisiéme terme du membre de droite
se traite de la méme maniére que dans [6] en utilisant I'équation de contimuifsﬁ hidivu; = —; fg h;logh; +
Ai [o hiologhi,.

Lopérateur de Stokes étant borné @k1(£2)? dans L?(£2), on peut majorer|p; | 2, en fonction de
||u,||H1(Q)2 Ainsi, en utilisant les inégalités de Holder et de Young, on obtiertu; fQ pih Clu X

131 20 7.3y T 31112

Le domaines2 étant indépendant du tem;ﬁ(a”' )= S(ui), ainsi il vient :

(B [0 & s s
0 0

En utilisant les propriétés de I'opérateur de Stokes, on peut raisonner comme dans [5] (page 149, 150) pour
estimer le premier terme du membre de droite de (9). Le second terme s’estime en utilisant I'équation de
continuité :f,, NUDEE= Jo VS(L.Li)Lfihi < |.|-VS(ul~).||L4(Q).2||u,' ||L4(Q)z_||hl~ IILz(Q). Notons que.WS(u-i)nLA(Q)z <
1S @i)llwiacgy < C”|Iu ||L4(Q)2 Ainsi, en utilisant I'inégalité de Gagliardo—Niremberg et I'inégalité de Young, on
P dh;
Obtlent fQ S(ul) a[ K”ul ”Loc(o T: LZ(Q)Z) ”ul ||L2(0 T; Hl(.Q)Z) 2 ”h ||L2(Q)
Il nous reste a estimer le dernier terme du membre de droite de (8). Pour cela, on utilise le résultat obtenu dans
la Section 2 comme suit :

—/S((ui - V)ui)h; :_/S(To)hi _/S(Tll)hi _[S(le)hi- (10)
o o o o

Pour estimer le premier terme de (10), on note que]Q S(To)h; < fOT IS(To Nl L2y 1hill 22y <
CfOT I Toll g-1(2)2 Ik ll L2(2)» PUis en utilisant l'inégalité de Young et la majoration (2), il vient fQ S(To)h; <
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koC? ) 112 2 T i — A
o llui ”LOO(O,T;LZ(Q)Z)””’||L2(o,T;Hg(:z)2) + 2||h,||L2(Q). Le deuxieme terme s’estime de la méme fagon avec

l'inégalité (3). Pour terminer, on traite le dernier terme de (10). On introduit les espaces de D}jli€2),
L4 (£2) et LA’(.Q) ol A est la N-fonction définie par(r) = exp(r?) — 1 et A’ est la N-fonction omplémen-

taire a.A, équivalente & la N-fonctiood’ définie parA'(r) = tv/log¥(s). On obtient, en utilisant le fait que
I1S(Ta2llL 4(2) < kIS(T2ll g1y < AC' 1 Tr2ll 2(0)2 :

T T T
—// S(T12)hi < 2/||S(T12||LA(_Q)”hi||LA/(Q)dt < Kl/ ||T12||L2(9)2(1+/hi\/ log* hi>dt,
0Q 0 0 2

puis en remarquant qu&-1(£2)2 c L?(2)? et en utilisant la majoration (4) on aboutit év:fOTfQ S(T12)h;
T ..

K2||ui”i2(0,T;Hol(Q)2) + K2 [y ||u,-||z&(9)2(fgh,-,/log*h,-)dz. Ainsi, en notant que [, h;v/log" h;

3o VhiviogT hi)?+3 < 3llhiollLa) Jo hilog" hi+3, onobtient — [, S(Ta2)hi < 3Calluillfoq 1. s )2+

Collhioll L1y llui ||i2(0,T;H01(9)2) sup fg hilog™ h;.

<
<

4. Estimation a priori et démonstration du théoreme

Les résultats précédents nous permettent d'établir les estimations globales d’énergie. On multiplie (1) par
une constanté suffisamment grande et on intégre g0r¢). Puis en ajoutant (6), = 1,2, et en écrivant :

8gi(hj, divu;) <e'|lh; ”22(9) + K82g2||divu; “%2(9)’ on obtient I'estimation suivante :

D11+D12 2[5 1 2 "
—7 meSQ) < Z E - Z ”Ml ”L'X’(O,T;LZ(Q)Z) + (Dl,i - (c4||hi,0||Ll(_Q)) sup hi |Og hi
i=1 ! 2

Con

—Dy; SUD/ hilog™ h; + Dy |ldivuy; IIiz(Q) + (Ds,i - luill oo (0,7:12(2)2)
t
2

2 2
- Csllul ”LOO(O,T;LZ(Q)Z) - CZth,O“Ll(Q) S?p\/ hi Iog+ hl) ”Mi ”LZ(O,T;H&(Q)Z)
2

ouDy; =8g+ A, Do =8k — K822, D3 = S — Cau? — 3C2, etDp ne dépendent que des données initiales.
En prenan$ suffisamment grand, on peut alors vérifier que les quantités précédant les [temig%jﬂ&(mz),
sup/f, hi log™ h; et divu; ||i2(Q) sont positives pour dgs assez grands et pour des données initiales petites. On

termine ainsi la preuve du théoreme en construisant des solutions approchées vérifiant ces estimations et en passa

a la limite de la méme maniére que dans [5].
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