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Résumé
Cette Note a pour objet le probléme des arcs de Nash, selon lequel il y aurait autant de familles d’arcs sur un germe de surface
singulierU que de composantes essentielles d’'une désingularisation de cette singularité. On résout le probléme par I'affirmative

pour les points doubles rationndls, (n > 4). Pour citer cet article: C. Plénat, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

A solution to the Nash problem of arcs for rational double points D,. This Note deals with the Nash problem, which
claims that there are as many families of arcs on a singular germ of siffas¢here are essential components of the exceptional
divisor in the desingularisation of this singularity. We prove that this claim holds for the rational double Pgitis> 4). To
citethisarticle: C. Plénat, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
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1. Introduction

A la fin des années soixante, Nash a introduit I'étude de I'espace deX drasés sur une variété singuliese
ayant pour origine un point singulier de celle-ci, dans un préprint non publié a I'époque (mais paru depuis [5]).
Un arc est urk-morphismeg : sped[[¢]] — S et ¢(0) est appelé son origine. Il a notamment posé le probleme
suivant :

Probléme 1.1 (Nash).Y a-t-il autant de courbes exceptionnelles dandéaingularisation minimale d'une sin-
gularité de surface normal€s, s) que de composantes irréductiblesHde
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Ces composantes irréductibles coincident avec les familles d’arcs telles qu’elles sont définies par Nash dans [5].

Or Nash a défini I'application : {familles d’arc$ — {composantes irréductibles du diviseur exceptiongei
associe au point générique d’'une famille d’arcs le diviseur irréductible exceptionnel sur lequel I'arc se reléve etil a
montré que cette application était injective [2,5] ; il suffit donc de démontrer que c’est une bijection pour résoudre
le probleme.

Soit | J E, I'lmage inverse du point singulier dans la désingularisation minimale deou lesE, sont les
composantes irréductibles du diviseur exceptionnel. On utilise la décomposition canonique de I'espace des arcs,
H =|J N, ou N, est la famille des arcs tels que leur transformée stricte est transvEgsetan’intersecte aucun
Eg, B # a (ces familles sont des ensembles irréductibleg{dgf. [3,9])). Par construction, il y a autant d’en-
sembles irréductible®/, que de diviseurs exceptionnels; donc le probléme de Nash se raméne & montrer que
Ny ¢ Ng pour tout couplex # 8.

Remarque 1. Pour résoudre le probleme des arcs de Nash, on peut aussi considérer I'ensemble des arcs tronqué:
«suffisamment » loin. Si on montre que pour un certain i les familles « tronquées » a '@atienon incluses les
unes dans les autres, on aura résolu le probléme de Nash (voir preuve facile dans [9]).

Afin de résoudre un certain nombre de non-inclusions, on applique d’abord le critére valuatif suivant, suffisant
pour distinguer certaines familles (cf. [6]) et qui (dans le cas des singularités rationnelles) permet d'ordonner
partiellement les familles d’arcs.

Lemme 1.2 (Critere valuatif).Soit (S, 0) une singularité normale de surface. Soignt(X, (E;)) — (S,0) une
désingularisation d¢S, 0), E;, E; deux composantes irréductibles del(0).
S'il existe f € Os.0) telle queordg, (f) < ordg; (f), alors Ni(S) ¢ N;(S).

L'ordre partiel induit par cette condition sur les familles d’arcs est le suivanV, « Ng» si pour tout
f € 0.0, ordg, (f) < ordg,(f) etil existe f € Os o) telle que inégalité est stricte. Si aucune des inégalites
«Ny < Ng» et «Ng < N » ne sont satisfaites, alors on dit que les familles sont incomparables.

Quelques avancées ont été réalisées : Reguera (dans [9]) a répondu par I'affirmative pour les singularités mi-
nimales de surface. Plus récemment, Ishii et Kollar ont obtenu une réponse positive au probleme posé par Nash
dans [5] pour les singularités toriques et ont donné un «contre-exemple » en dimension supérieure ou égale a
quatre (cf. [2]). Pour le probléme de Nash pour les singularités sandwich, on peut voir les articles [4,10] ou pour
une solution partielle I'article [1]. Enfin, en 2004, avec Popescu-Pampu, nous avons trouvé une nouvelle classe
de singularités de surface normales non rationnelles pour lesquelles le probléme trouve une solution affirmative
(cf. [8]).

Dans cette Note, on donne une preuve (dont on donne plus de détails dans [7]) pour les points doubles rationnels
de surfaceD, (n > 4).

2. Lespointsdoublesrationnels D,,

On va considérer la singularit®, plongée dan€3, définie par I'équationf = z2 — x(y? + x"~2) =0 son
graphe dual de résolution (pour n pair) est décrit sur la Fig. 1. La donnée d’'un arc d’origine O sur la sinfylarité
est équivalente a la donnée de trois séries formelles :

x(t):alt+a2t2+~--,
y(t) =bat + bt + -,
2(t) = c1t 4+ cat’ + - -
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Fig. 1. Graphe dual (singularité de type,,).

dont les coefficients sont soumis aux contrainfes= 0 ou f; est le coefficient de/ dansf (x(t), y(1), z(t)). On
va appeler I'idéal engendré par ces coefficients.

On va montrer que le probleme de Nash est vrai pour les singulditgs la généralisation @y, 1 étant
immédiate (il suffit d’interchanger les fonctions réguliépes ix" 1 ety — x"~1 avecz + ix" etz — ix").

Théoréme 2.1. Le probléme trouve une solution affirmative pour les points doubles ratiodngls

Démonstration. On tronque les arcs a I'ordre:4- 1. La preuve se fait en deux étapes, qui font I'objet des deux
sections suivantes.

2.1. Critére valuatif appliqué auky,

Pour touti > 1, on désigne paN, (i) la famille des troncations a I'ordriedes arcs dang/, et parN, (i) son
adhérence dans la topologie de Zariski.

On applique le critére ot on prend pour f les fonctians, z ainsi que des fonctions — ix" ! ety +ix" 1,
cela nous donne les non-inclusions suivantes :

Noy_1-1(@n—1) ¢ Nopy_1y(dn — ) pour i<l <k <2n—2 (1)
Noy_1-x(4n — 1) ¢ Noy_1(4n — 1), Noy(4n — 1) pourn <k <2n —2
Noy—1(4n — 1), Noy(4n — 1) ¢ Noy—1—x(4n — 1) pour 1<k < 2n —2
Noy—1(4n — 1) ¢ No,(4n — 1) et No,(4n — 1) ¢ Noy—1(4n — 1).

Il nous reste a démontrer les non-inclusions non prouvées par le critére, paires par paires.

2.2. Démonstration des non-inclusions restantes

SoientNy(4n — 1) et N;(4n — 1) deux familles d’arcs telles qui,(4n — 1) ¢ N;(4n — 1). Alors P, ¢ P, ou
V(Py) = Ny(dn — 1) et V(P;) = N;(4n — 1). On veut montrer la non-inclusion réciproque, c’est-a-dire on veut
trouver un élément d&, n’appartenant pas g,.

Que sait-on a propos de lidéat ? Tout d’abord, on connait les valuations grdassociées au diviseur
E; des fonctionsx, y et z. Alors on aal,.--,aordE[(x)—l,bl,---,bordE,(y)—l, €1, -+ Cordg, (2)-1 € P, ainsi
quel; =INCla,...,can-1]1N(a1,..., dordy, (x)—1, by, ..., bordEI (»)-1, €1, - -, Cordg, —-1). On sait en plus que
dordg, (x)» bOdel (> Cordg, () ¢ P;. 1l en est de méme pour;.

Pour résumer la situation, on connait deux listes d'élémentg; appartenant respectivement aux idéax
et P, et une liste pour chacun d'eud;, M; (M; = dordg, (x)» bordE, () Cordg, () d’éléments ne leur appartenant
pas.

Soitd € My. Soit (I : d*°) la saturation ddy pard. On montre qué&ly : d*°) C Py.
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Puis on raisonne de la maniére suivante :
On suppose par absurde gBecC P, dansClaz, ..., c4,—1]. SoitS la normalisation de I’anneaﬁ["l;;k'{;—;,‘;”‘ﬂ.
On choisit un idéal premie, au-dessus dé&; . On a alors le diagramme commutatif suivant :

Py Py Clay,...,ca4n-1]
T c 7 C -7
N N

Ok - 0 C S

ouJ = P, N P;. On montre que quel que sall; au-dessus dé&;, on ne peut avoir I'inclusiori/y : d*°)S C Q; ce
qui fournit la contradiction désirée.
La partie la plus technique de la démonstration est le calcul de la satutatiaff®) (voir [7]).
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