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Résumé

Soit R un anneau de valuation discréete complet d’égales caractéristiques. Nous étudions le comportement des invariants de
Serre motiviques (dont nous raffinons la définition) aprés extension firite Neus établissons une formule de trace, qui donne
une interprétation cohomologique des invariants de Serre, en termes des nombres de Lefschetz de la monodromie sur les cycle
prochesPour citer cet article: J. Nicaise, J. Sebag, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

The Serre invariant and the analytic Milnor fiber. In this Note, we refine the notion of motivic Serre invariants. We study
the behaviour of these invariants under ramification. We establish a trace formula, which yields a cohomological interpretation
of the motivic Serre invariants, in terms of the Lefschetz numbers of the monodromy action on the nearbyloyaiteshis
article: J. Nicaise, J. Sebag, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Le schéma des arcs est au cceur de la « conjecture de la monodromie », qui prédit une relation entre la fonction
zéta motivique naive d’'un€[s]-variété réguliére, et I'action de la monodromie sur les cycles proches sur la fibre
au-dessus de l'origine. Définis dans [8], les invariants de Serre motiviques sont des classes de moatifs virtuels, qui
s’obtiennent (par analogie avec le cas localement compact) comme des intégrales de formes jauges calculées st
des espaces analytiques rigides lisses. Dans cette Note, a I'aide de ces invariants de Serre et de la cohomologie éta
de Berkovich des espaces analytiques non-archimédiens [2], nous tachons d’établir un lien direct entre la fonction
zéta motivique, et la monodromie, en introduisant la fibre de Milnor analytique. Nous établissons une formule de
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trace, qui donne une interprétation cohomologique des invariants de Serre motiviques, en termes des nombres d
Lefschetz de la monodromie sur les cycles proches.
Les résultats annoncés dans cette note feront partie de I'article [9], en cours de préparation.

2. Invariants de Serre et ramification

On suppose quk est un corps parfait, quB = k[[¢]] et K = k((z)). Dans cette NoteX., est unR-schéma
formel, plat, topologiqguement de type fini et séparé, de fibre génésguesse surk, et de fibre spécialé.

On désigne par SX ) I'ensemble des points d€,, ol le morphisme structurdi ., — SpecR est lisse, et par
So(X;) le complémentaire dars; des points réguliers.

Soit Z un k-schéma réduit, séparé et de type fini. On app@ileeau de Grothendieck d&svariétésle groupe
Ko(Varyz) défini comme le groupe abélien engendré par les symb&lpdesZ-variétés (i.e. des schémas réduits,
séparés et de type fini sur) et par les relations [X] = [Y], si X et Y sont Z-isomorphes, efX] = [Y] +
[X\Y], si Y est fermée danX. Le produit[X][Y] := [(X xz Y)red] donne aKo(Varz) une structure d’anneau.
Si Z = Sped, on écrit Ko(Var), et on noteL le symbole[A,}]. Dans [8], F. Loeser et le second auteur ont
montré comment associer a ifrespace analytique rigid€, quasi-compact, séparé et lisse &iyrmuni d’'une
forme jaugew, I'élément |, || € Ko(Var,)[L ~1], via I'intégration motivique. Une propriété remarquable de cette
intégrale motivique est que sa classe modilo- 1) ne dépend plus du choix de. Par analogie avec le cas
localement compact, cette classe, n(i€E), est appeléavariant de Serre motivique

Remarque 1.En réalité (cf. [8]) il n'est pas nécessaire de disposer d’'une forme jauge. L'existence locale des
formes jauges et les bonnes propriétés d’additivité de l'intégrale motiviqgue permettent d’associer un tel élément
S(X) ala seule donnée d’'uki-espace analytique rigide quasi-compact, séparé et lisge.sur

Si X, est unK-espace analytique rigide quasi-compact, séparé et lissE ;silidécoule des constructions de
I'intégrale motivique et de I'invariant de Serre motivique (cf. [8]) que I'on peut, sans plus d’efforts, définir un
invariant de Serre rélatif universglei(X,) dans

lim Ko(Varx,)/Ix,,
Xoo

0U X, parcourt le systéme projectif d&modéles formels d& ,,, ordonné par les éclatements admissibles, et ou
Ix, est I'idéal deKo(Vary,) engendré pa([A}(S] — [Xs]) (X, estici munie de sa structure réduite). Pour chaque
modéleX,, on noteS(X ) la projection deSyel(X,) surKo(Vary,)/Ix,.

Remarque 2.Le morphisme d’«oubli>Kq(Varx,) — Ko(Var,) spécialiseS(X ) enS(X,), pour toutR-modéle
Xoo deX;,.

Rappelons que l'invariant de Serre se réalise comme la classe de la fibre spéciale d’'un modéle de Néron faible
deX, (cf. [3]). En particulier, sl — X« €stunR-modele de Néron faible dg,, on obtient de mémg(X..) =
[Us] € Ko(Vary,)/Ix,.

Définition 2.1. Si V est une sous-variété deX;, on définit I'invariant de Serre a support dangar Sy (Xoo) :=
[Us Nh=1(V)] € Ko(Vary), ol Uy est la fibre spéciale d’'uR-modéle de Néron faible: Uy, — Xoo deX,. Cette
définition ne dépend pas du choix He,.

Exemple 1.Si X, est unR-modéle régulier d&X,,, 'immersion ouverte SifX,) - X est unR-modéle de
Néron faible deX,. Donc, six un point fermeé deXy, régulier, S,(X~) = 1. Au contraire, Six est singulier,
Sx(Xoo) =0.
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Proposition 2.2. Soit R’/R est une extension finie totalement ramifiée, de corps des frackbnSupposons
gue SM(X,) est unR-modéle de Néron faible d&,. Il existe une suite d'éclatements formels admissibles

7@ x5 xD i —0,... n—1,de centreC(i) et de diviseur exceptionnél(i), telle queXY = Xoo x g R’,
ettelle queSm(X(o’Q) est unR’-modele de Néron faible d€, x ¢ K’. De plus, on a

n—1
S(Xoo xg R) = $S(Xoo) = Y _([E®] - [C®]) + ([SuXs)] - [SAXL)]) € Ko(Vary,)/Ix, .
i=0
En particulier, cette formule ne dépend pas du choix d'une telle lissification.

On dit gu'un R-schéma formeK , estalgébrisable s’il existe unR-schéma plat, séparé et de type fifitel
que X, est isomorphe au complétéadique deX. Si la caractéristique de est nulle, etX,, est algébrisable,
on peut toujours domineX, par un modéle réguliek’, de X,,, tel que la fibre special&; est un diviseur &
croisements normaux strict, grace a la résolution de singularités plongée de Hironaka pour les schémas excellent:
(cf. [7] ou [6] pour un énoncé du résultat).

Théoreme 2.3. Supposons que le corpsest de caractéristique nulle. Soiekt, un K -espace analytique rigide

quasi-compact, séparé et lisse kit X, un R-modéle plat deX,,, et, pour tout entiee > 0, K./K I'unique

extension totalement ramifiée de degr®n noteR, son anneau des entiers. On suppose Kugeest algébrisable

et régulier, et queX, := ), _; N; E; est un diviseur a croisements normaux stricts.

(i) pour chaque € I, il existe un revétement étaféf’ deE; :=E; \ (Uje,,#i E;) de degren;, tel que, pour
chaque entiee > 0,

S(Xeo xg R)= Y [E;] € Ko(Varx,)/Ix,.
iel,Njle

(ii) Avec les notations d@),
N;

T
T € (KoMVar)/Ix )IIT1I.

S(Xoo. T) =Y S(XooXrR)T* =) [E7]

e>0 iel

Le point (ii) du théoréme précédent permet d’ associer un invariant de Sm;ne;aKf (KS étant le complete de
la cléture séparabl&® de K) que I'on définit parS (X o, K%)= — liM7— o0 S(Xoo, T). Limage des (X, k%)
dansKo(Vary)/(L — 1) ne dépend que d&,. De méme, on peut définly (Xoo, T) €t Sy (Xoo, Ké) pour toute
sousk-variétéVv de Xj. N

La construction des revétements est analogue a celle de [5], 3.3, ou sont étudiées des variétds$ sur
En particulier, siX est unek[r]-variété réguliére, plate sur l'origine, ét, est la fibre générique du complété
t-adique X, de X, la sérieS(Xo, T) s’identifie a I'image de la fonction zéta motivique de[5], 3.2.1, dans
(Ko(Varx,)/Ix)IIT]], etS(Xoo. I/{\A‘) coincide avec les cycles proches motiviques [5], 3.5.2, &adSary, )/Ix, .
La série z&ta motivique se réalise donc comme une série z&ta de Weil de la fibre géKgrigfles cycles proches
motiviques comme l'invariant de Serre dg X x K°.

3. Formule de trace et fibre de Milnor
On suppose que le corpsest de caractéristique nulle, algébriquement clos, et que le schéma fogmedt le

complétés-adique d’uneR-variété plate et génériquement lisse Nous fixons un nombre premiér On appelle
caractéristique d’Euler topologique d'urievariété Z I'entier xiop(Z) :=)_;(—1)' dimH(Z, Q;). Comme, pour
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toutek-variétéy, Xtop(Ai) = Xtop(Y), Xtop iNduit un morphisme d’'anneaygop: Ko(Vary)/Iy — Z. Si X est un
espace analytique (au sens de [2]), on Mét&) I'espace vectoriel gradu@; H' (X, Q¢), ou lesH' (X, Q,) sont
lesQ.-modules de cohomologie étaleadique deX. On désigne page(X) la caractéristique d’Euler dd (X).

Si x est un point fermeé de(,, on noteF; le tube 1x[ C X,. Nous appellons cet espace analytiquédilize
de Milnor analytique enx de X,. Par les théorémes de comparaison de Berkovich, on a des isomorphismes
canoniques’ (1x[ xx K°, Q¢) = Ry, (Qr)x, OU Ry, est le foncteur dérivé des cycles proches Xuret ces
isomorphismes respectent I'action @€K*/K). Par le Théoréme 2.3, &i est unek[7]-variété réguliere, plate sur
I'origine, la série génératric8, (X, T) est égale a la série zéta motivique localexdenx, et S, (X, 1’5}) est
égal a la fibre de Milnor motivique d€ enx [5], 3.5.3.

Théoreme 3.1(formule de trace) On suppose quk est algébriquement clos de caractéristique nulle. Qi
un R-schéma formel algébrisable, séparé, plat et de type fini, dont la fibre géné¥igast lisse Suk. Soite un
générateur topologique du groupe de Galois absBhI(K*, K). SoitZ C X, une sousk-variété deX;, propre
surk. Si1Z[ C X, désigne le tube d& dansX ., alors, pour tout entiee > O,

XtOp(SZ(Xoo X R Re)) = Tl’((pelH(]Z[ >A<KI/(\Y))

Corollaire 3.2. On garde les notations et les hypothéses ci-dessus. Spiétit— X une résolution plongée des
singularités de X, X;) telle queX; =) ",.; N, E;, etx € X, un point fermé.

() xet(Fx Xk K*) = xtop(Sx(Xoo, K)) = 3"/ Nixtop(Ef Nh~(x)) ;

(i) (Denef-Loesef4] ou[5], 3.5.2)soientk =C, et f: X — Spedk[z] unek[t]-variété réguliére, plate sur I'ori-
gine. Notong, la fibre de Milnor topologique d¢ enx, et M I'action de la monodromie sur la cohomologie
singuliére Hsing(Fy, C). Pour tout entiere > 0, on définitX, 1 , comme lak-variété{p € £.(X) | ¢(0) =x
et f(p(t)) = 1¢ modr¢*t1}, ou £.(X) est 'espace des-jets tracés surX (cf. [5]). Alors Xtop(Xe,1,x) =
Tr(M¢| Hsing(FY, C)).

(iii) (A’Campo[1]) Avec les hypothéses et notationg(iile

Tr(M¢|Hsing(Fx, C)) = ) Nixtop(Ef Nh™*(x)).
iel,Njle
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