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Résumé

Soit R un anneau de valuation discrète complet d’égales caractéristiques. Nous étudions le comportement des inv
Serre motiviques (dont nous raffinons la définition) après extension finie deR. Nous établissons une formule de trace, qui do
une interprétation cohomologique des invariants de Serre, en termes des nombres de Lefschetz de la monodromie su
proches.Pour citer cet article : J. Nicaise, J. Sebag, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 341 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

The Serre invariant and the analytic Milnor fiber. In this Note, we refine the notion of motivic Serre invariants. We st
the behaviour of these invariants under ramification. We establish a trace formula, which yields a cohomological inter
of the motivic Serre invariants, in terms of the Lefschetz numbers of the monodromy action on the nearby cycles.To cite this
article: J. Nicaise, J. Sebag, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 341 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Le schéma des arcs est au cœur de la « conjecture de la monodromie », qui prédit une relation entre la
zêta motivique naïve d’uneC[t]-variété régulière, et l’action de la monodromie sur les cycles proches sur la
au-dessus de l’origine. Définis dans [8], les invariants de Serre motiviques sont des classes de motifs vir
s’obtiennent (par analogie avec le cas localement compact) comme des intégrales de formes jauges cal
des espaces analytiques rigides lisses. Dans cette Note, à l’aide de ces invariants de Serre et de la cohomo
de Berkovich des espaces analytiques non-archimédiens [2], nous tâchons d’établir un lien direct entre la
zêta motivique, et la monodromie, en introduisant la fibre de Milnor analytique. Nous établissons une form
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Les résultats annoncés dans cette note feront partie de l’article [9], en cours de préparation.

2. Invariants de Serre et ramification

On suppose quek est un corps parfait, queR = k[[t]] et K = k((t)). Dans cette Note,X∞ est unR-schéma
formel, plat, topologiquement de type fini et séparé, de fibre génériqueXη lisse surK , et de fibre spécialeXs .
On désigne par Sm(X∞) l’ensemble des points deX∞ où le morphisme structuralX∞ → SpecR est lisse, et pa
Sg(Xs) le complémentaire dansXs des points réguliers.

Soit Z un k-schéma réduit, séparé et de type fini. On appelleanneau de Grothendieck desZ-variétésle groupe
K0(VarZ) défini comme le groupe abélien engendré par les symboles[X] desZ-variétés (i.e. des schémas rédu
séparés et de type fini surZ) et par les relations :[X] = [Y ], si X et Y sont Z-isomorphes, et[X] = [Y ] +
[X\Y ], si Y est fermée dansX. Le produit[X][Y ] := [(X ×Z Y )red] donne àK0(VarZ) une structure d’anneau
Si Z = Speck, on écritK0(Vark), et on noteL le symbole[A1

k]. Dans [8], F. Loeser et le second auteur
montré comment associer à unK-espace analytique rigideX, quasi-compact, séparé et lisse surK , muni d’une
forme jaugeω, l’élément

∫
X

|ω| ∈ K0(Vark)[L−1], via l’intégration motivique. Une propriété remarquable de c
intégrale motivique est que sa classe modulo(L − 1) ne dépend plus du choix deω. Par analogie avec le ca
localement compact, cette classe, notéeS(X), est appeléeinvariant de Serre motivique.

Remarque 1.En réalité (cf. [8]) il n’est pas nécessaire de disposer d’une forme jauge. L’existence loca
formes jauges et les bonnes propriétés d’additivité de l’intégrale motivique permettent d’associer un tel
S(X) à la seule donnée d’unK-espace analytique rigide quasi-compact, séparé et lisse surK .

Si Xη est unK-espace analytique rigide quasi-compact, séparé et lisse surK , il découle des constructions d
l’intégrale motivique et de l’invariant de Serre motivique (cf. [8]) que l’on peut, sans plus d’efforts, défin
invariant de Serre rélatif universelSrel(Xη) dans

lim←
X∞

K0(VarXs )/IXs ,

oùX∞ parcourt le système projectif desR-modèles formels deXη, ordonné par les éclatements admissibles, e
IXs est l’idéal deK0(VarXs ) engendré par([A1

Xs
] − [Xs]) (Xs est ici munie de sa structure réduite). Pour cha

modèleX∞, on noteS(X∞) la projection deSrel(Xη) surK0(VarXs )/IXs .

Remarque 2.Le morphisme d’« oubli »K0(VarXs ) → K0(Vark) spécialiseS(X∞) enS(Xη), pour toutR-modèle
X∞ deXη.

Rappelons que l’invariant de Serre se réalise comme la classe de la fibre spéciale d’un modèle de Né
deXη (cf. [3]). En particulier, siU∞ → X∞ est unR-modèle de Néron faible deXη, on obtient de mêmeS(X∞) =
[Us] ∈ K0(VarXs )/IXs .

Définition 2.1.Si V est une sous-k-variété deXs , on définit l’invariant de Serre à support dansV parSV (X∞) :=
[Us ∩h−1(V )] ∈ K0(VarV ), oùUs est la fibre spéciale d’unR-modèle de Néron faibleh :U∞ → X∞ deXη. Cette
définition ne dépend pas du choix deU∞.

Exemple 1.Si X∞ est unR-modèle régulier deXη, l’immersion ouverte Sm(X∞) → X∞ est unR-modèle de
Néron faible deXη. Donc, six un point fermé deXs , régulier,Sx(X∞) = 1. Au contraire, six est singulier,
S (X ) = 0.
x ∞
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Proposition 2.2. Soit R′/R est une extension finie totalement ramifiée, de corps des fractionsK ′. Supposons
que Sm(X∞) est unR-modèle de Néron faible deXη. Il existe une suite d’éclatements formels admissib

π(i) :X(i+1)∞ → X
(i)∞ , i = 0, . . . , n−1, de centreC(i) et de diviseur exceptionnelE(i), telle queX(0)∞ = X∞ ×R R′,

et telle queSm(X
(n)∞ ) est unR′-modèle de Néron faible deXη ×K K ′. De plus, on a

S(X∞ ×R R′) − S(X∞) =
n−1∑
i=0

([
E(i)

] − [
C(i)

]) + ([
Sg(Xs)

] − [
Sg

(
X(n)

s

)]) ∈ K0(VarXs )/IXs .

En particulier, cette formule ne dépend pas du choix d’une telle lissification.

On dit qu’unR-schéma formelX∞ estalgébrisable, s’il existe unR-schéma plat, séparé et de type finiX, tel
queX∞ est isomorphe au complétét-adique deX. Si la caractéristique dek est nulle, etX∞ est algébrisable
on peut toujours dominerX∞ par un modèle régulierX′∞ de Xη, tel que la fibre specialeX′

s est un diviseur à
croisements normaux strict, grâce à la résolution de singularités plongée de Hironaka pour les schémas
(cf. [7] ou [6] pour un énoncé du résultat).

Théorème 2.3. Supposons que le corpsk est de caractéristique nulle. SoientXη un K-espace analytique rigid
quasi-compact, séparé et lisse surK , X∞ un R-modèle plat deXη, et, pour tout entiere > 0, Ke/K l’unique
extension totalement ramifiée de degrée. On noteRe son anneau des entiers. On suppose queX∞ est algébrisable
et régulier, et queXs := ∑

i∈I NiEi est un diviseur à croisements normaux stricts.

(i) pour chaquei ∈ I , il existe un revêtement étalẽE◦
i de E◦

i := Ei \ (
⋃

j∈I,j �=i Ej ) de degréNi , tel que, pour
chaque entiere > 0,

S(X∞ ×R Re) =
∑

i∈I,Ni |e

[
Ẽ◦

i

] ∈ K0(VarXs )/IXs .

(ii) Avec les notations de(i),

S(X∞, T ) :=
∑
e>0

S(X∞×RRe)T
e =

∑
i∈I

[
Ẽ◦

i

] T Ni

1− T Ni
∈ (

K0(VarXs )/IXs

)[[T ]].

Le point (ii) du théorème précédent permet d’associer un invariant de Serre àXη×̂KK̂s (K̂s étant le complété d
la clôture séparableKs deK) que l’on définit parS(X∞, K̂s) := − limT →+∞ S(X∞, T ). L’image deS(X∞, K̂s)

dansK0(Vark)/(L − 1) ne dépend que deXη. De même, on peut définirSV (X∞, T ) et SV (X∞, K̂s), pour toute
sous-k-variétéV deXs .

La construction des revêtements̃E◦
i est analogue à celle de [5], 3.3, où sont étudiées des variétés suk[t].

En particulier, siX est unek[t]-variété régulière, plate sur l’origine, etXη est la fibre générique du complé
t-adiqueX∞ de X, la sérieS(X∞, T ) s’identifie à l’image de la fonction zêta motivique deX [5], 3.2.1, dans
(K0(VarXs )/IXs )[[T ]], etS(X∞, K̂s) coïncide avec les cycles proches motiviques [5], 3.5.2, dansK0(VarXs )/IXs .
La série zêta motivique se réalise donc comme une série zêta de Weil de la fibre génériqueXη, et les cycles proche
motiviques comme l’invariant de Serre deXη×̂KK̂s .

3. Formule de trace et fibre de Milnor

On suppose que le corpsk est de caractéristique nulle, algébriquement clos, et que le schéma formelX∞ est le
complétét-adique d’uneR-variété plate et génériquement lisseX. Nous fixons un nombre premier�. On appelle
caractéristique d’Euler topologique d’unek-variétéZ l’entier χ (Z) := ∑

(−1)i dimHi(Z,Q ). Comme, pour
top i c �
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toutek-variétéY , χtop(A1
Y ) = χtop(Y ), χtop induit un morphisme d’anneauxχtop :K0(VarY )/IY → Z. Si X est un

espace analytique (au sens de [2]), on noteH(X) l’espace vectoriel gradué
⊕

i H
i(X,Q�), où lesHi(X,Q�) sont

lesQ�-modules de cohomologie étale�-adique deX. On désigne parχét(X) la caractéristique d’Euler deH(X).
Si x est un point fermé deXs , on noteFx le tube ]x[⊂ Xη. Nous appellons cet espace analytique lafibre

de Milnor analytique enx de X∞. Par les théorèmes de comparaison de Berkovich, on a des isomorph
canoniquesHi( ]x[ ×̂KK̂s,Q�) ∼= Riψη(Q�)x , où Rψη est le foncteur dérivé des cycles proches surX, et ces
isomorphismes respectent l’action deG(Ks/K). Par le Théorème 2.3, siX est unek[t]-variété régulière, plate su
l’origine, la série génératriceSx(X∞, T ) est égale à la série zêta motivique locale deX enx, et Sx(X∞, K̂s) est
égal à la fibre de Milnor motivique deX enx [5], 3.5.3.

Théorème 3.1(formule de trace). On suppose quek est algébriquement clos de caractéristique nulle. SoitX∞
unR-schéma formel algébrisable, séparé, plat et de type fini, dont la fibre génériqueXη est lisse surK . Soitϕ un
générateur topologique du groupe de Galois absoluGal(Ks,K). SoitZ ⊂ Xs une sous-k-variété deXs , propre
sur k. Si ]Z[⊂ Xη désigne le tube deZ dansX∞, alors, pour tout entiere > 0,

χtop
(
SZ(X∞ ×R Re)

) = Tr
(
ϕe|H ( ]Z[ ×̂KK̂s

))
.

Corollaire 3.2. On garde les notations et les hypothèses ci-dessus. Soienth :X′ → X une résolution plongée de
singularités de(X,Xs) telle queX′

s = ∑
i∈I NiEi , etx ∈ Xs un point fermé.

(i) χét(Fx×̂KK̂s) = χtop(Sx(X∞, K̂s)) = ∑
i∈I Niχtop(E

◦
i ∩ h−1(x)) ;

(ii) (Denef–Loeser[4] ou [5], 3.5.2)soientk = C, etf :X → Speck[t] unek[t]-variété régulière, plate sur l’ori-
gine. NotonsFx la fibre de Milnor topologique def enx, etM l’action de la monodromie sur la cohomolog
singulièreHsing(Fx,C). Pour tout entiere > 0, on définitXe,1,x comme lak-variété{ϕ ∈ Le(X) | ϕ(0) = x

et f (ϕ(t)) = te mod te+1}, où Le(X) est l’espace dese-jets tracés surX (cf. [5]). Alors χtop(Xe,1,x) =
Tr(Me|Hsing(Fx,C)).

(iii) ( A’Campo[1]) Avec les hypothèses et notations de(ii) ,

Tr
(
Me|Hsing(Fx,C)

) =
∑

i∈I,Ni |e
Niχtop

(
E◦

i ∩ h−1(x)
)
.
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