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Résumé

Clairement l’équation proposée dans le titre n’a pas de solution dansCα , α > 1
3. On donne une solution explicite apparten

à C1/3. La motivation de cette question, et de questions analogues, se trouve dans un futur article de H. Brezis.Pour citer cet
article : J.-P. Kahane, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 341 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

On the functional equation
∫
T
(ψ(t + s) − ψ(s))3 ds = sin t . Clearly the equation given in the title has no solution inCα ,

α > 1
3. We give an explicit solution inC1/3. The motivation for this question, and other questions of the same type, come

the forthcoming article by H. Brezis.To cite this article: J.-P. Kahane, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 341 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

L’équation fonctionnelle


2π∫
0

(
ψ(t + s) − ψ(s)

)3 ds

2π
= sint,

ψ(t + 2π) = ψ(t) ∈ R (t ∈ R)

(1)

apparaît en relation avec un problème posé et étudié par H. Brezis, relatif au calcul de l’indice d’une app
deS1 dansS1 ; une référence commode est [1], qui est une mise au point du sujet en 2004.

Voici d’abord un aperçu du problème (les questions Q1, Q2, Q3) et de quelques résultats (les propos
et P2), tirés de [1]. La suite (les propositions P3, P4, P5 et les questions Q4 à Q7) est l’objet propre de ce
Le résultat principal est P5.
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série de

e assez

finir
la
étriques),
Soit f une application continue deS1 dansS1 et ν son indice. On peut identifierS1 et le cercle unité deC, et
écrire

f (z) =
∞∑

−∞
anz

n.

Si f est de classeC1, l’expression deν comme

ν =
∫
S1

f ′(z)
f (z)

dz

2π i
=

2π∫
0

d

dt
f

(
eit)f (

eit
) dt

2π

donne

ν =
∞∑

−∞
n|an|2 (2)

et la série du second membre est absolument convergente. L’examen de la formule (2) conduit à une
questions :

Q1. Peut-on calculerν au moyen de (2) sous des conditions moins exigeantes quef ∈ C1 ?

Q2. Peut-on calculerν au moyen d’un procédé de sommation convenable de la série (2) pour une class
étendue de fonctionsf ?

Q3. Est-il vrai en toute généralité que la donnée des|an| détermineν ?

La question Q3 est encore ouverte. Voici les réponses apportées par Brezis aux questions Q1 et Q2.

P1 (théorème 4 de [1]). Sous la condition
∞∑

−∞
|n||an|2 < ∞, (3)

l’indice def est donné par(2).

La condition (3) s’interprête commef ∈ H 1/2(S1, S1), et la théorie de Brezis et Nirenberg permet de dé
l’indice pour les fonctions de cette classe, et plus généralement pourVMO(S1, S1) [1]. On ne peut pas remplacer
condition (3) par la convergence de la série de (2) (au sens de la convergence des sommes partielles sym
ni même par la sommabilité de cette série au sens d’Abel–Poisson (Korevaar, cité en [1]).

P2 (théorème 5 de [1]). Sous la condition∫ ∫
S2

1

|f (x) − f (y)|3
|x − y|2 dx dy < ∞ (4)

(c’est-à-diref ∈ W1/3,3(S1)), l’indice est donné par la formule

ν = lim
t→0

∞∑
−∞

|an|2 sin2 nt

nt2
. (5)
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tions

en vue
Il sera commode d’écrire

f
(
eit) = eiνt eiψ(t), (6)

oùψ est réelle et 2π -périodique. On va se restreindre àψ continue. Le rôle des|an| apparaît dans la formule
2π∫
0

f
(
ei(t+s)

)
f

(
eis

) ds

2π
=

2π∫
0

eiνt ei(ψ(t+s)−ψ(s)) ds

2π
=

∞∑
−∞

|an|2 eint . (7)

Posons

g(t) =
2π∫
0

ei(ψ(t+s)−ψ(s)) ds

dπ

=
∞∑

−∞

in

n!
2π∫
0

(
ψ(t + s) − ψ(s)

)n ds

2π

= 1− 1

2

2π∫
0

(
ψ(t + s) − ψ(s)

)2 ds

2π
− i

6

2π∫
0

(
ψ(t + s) − ψ(s)

)3 ds

2π
+ · · · (8)

On introduit naturellement la condition
2π∫
0

∣∣ψ(t + s) − ψ(s)
∣∣3 ds = o(t) (t → 0). (9)

Sous cette condition, jointe à la continuité deψ , on a Img(t) = o(t) (t → 0) et limt→0 Reg(t) = 1, donc

Im
(∑

|an|2 eint
)

= νt + o(t) (t → 0).

Enonçons le résultat

P3. Sous la condition(9), jointe àψ continue, on peut calculer l’indice def par la formule

ν = lim
t→0

∞∑
−∞

|an|2 sinnt

t
. (10)

Il n’est pas difficile de vérifier que (4) implique (9) et que (10) implique (5). Donc, si l’on se borne aux fonc
continues, P2 est un corollaire de P3. Remarquons que (9) a lieu lorsquef est höldérienne d’ordre 1/3.

L’objet de cette note est de montrer que la condition (9) est substantiellement la meilleure possible
d’avoir (10), ou même (5).

P4. Pour toutλ réel, il existe unef :S1 → S1 continue, d’indice nul, donc de la forme(6) avecν = 0, höldérienne
d’ordre 1/3, c’est-à-dire∣∣ψ(t + s) − ψ(s)

)
� C|t |1/3 (C = C(ψ) < ∞), (11)

et telle que

λ = lim
t→0

∞∑
−∞

|an|2 sinnt

t
(12)

((12)signifiant que la limite existe).
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La preuve de P4 est fournie par une solution de l’Éq. (1).

P5. L’équation fonctionnelle(1) a pour solution(non unique)

ψ(t) = 21/9

31/3

∞∑
j=1

2−j/3 sin 2j t, (13)

dont on vérifie facilement que c’est une fonction höldérienne d’ordre1/3.

Supposons P5 établie. Quitte à multiplierψ par une constante, on a, outre (11),

2π∫
0

(
ψ(t + s) − ψ(s)

)3 ds

2π
= −6λsint

donc, en se référant à (8)

Img(t) = λt + o(t) (t → 0)

c’est-à-dire (12), dont P4 est établie.
Le lecteur peut vérifier P5 directement. Il peut aussi y être conduit en cherchant à résoudre

2π∫
0

(
ψ(t + s) − ψ(s)

)3 ds

2π
= A(t) (14)

en se bornant àψ impaire (lorsqueψ est paire le premier membre est nul)

ψ(t) =
∞∑
1

βk sinkt. (15)

Le premier membre de (14) s’écrit successivement

2π∫
0

(
2

∞∑
1

βk cosks sink
t

2

)3
ds

2π
,

∑
k,�,m

βkβ�βm

(
#
{{±}: ±k ± � ± m = 0

})
sin

kt

2
sin

�t

2
sin

mt

2
,

−6
∑
k,�

βkβ�βk+� sin
kt

2
sin

�t

2
sin

(k + �)t

2
,

et (14) se traduit en

3

2

∑
k,�

βkβ�βk+�

(
sinkt + sin�t − sin(k + �)t

) = A(t). (16)

Le choixβk = γj quandk = 2j et βk = 0 quandk n’est pas une puissance de 2 réduit la sommation àk = � = 2j ,
donc (16) à

3

2

∞∑
γ 2
j γj+1

(
2 sin 2j t − sin 2j+1t

) = A(t), (17)

j=0
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3γ 2
0 γ1 sint + 3

2

∞∑
j=1

(
2γ 2

j γj+1 − γ 2
j−1γj

)
sin 2j t = A(t) (18)

et le choixγj = c2−jα avecα = 1
3 s’impose lorsqueA(t) = sint .

On obtient également des solutions de (14) lorsqueA(t) est de la forme
∑∞

j=0 cj sin 2j t . On peut présume
que (14) a toujours des solutions quandA(t) est une fonction impaire, mais l’étude semble délicate.

Q4. Pour quelles fonctionsA(·) impaires peut-on résoudre l’Éq. (14), et dans quelles classes de fonctions p
choisirψ ?

Une solution de Q4 pourrait permettre d’aborder une question plus proche de Q3, à savoir

Q5. Peut-on résoudre l’équation


2π∫
0

sin
(
ψ(t + s) − ψ(s)

) ds

2π
= sint

ψ réelle et continue, 2π-périodique ?

(19)

Si la solution est positive, il en résulte que l’indice def ne peut pas être obtenu à partir de la partie imagin
de (7), ou, ce qui revient au même, à partir de la suite(|an|2 − |a−n|2) (n = 1,2, . . .).

Pour répondre négativement à la question de Brezis Q3, on pourrait songer à résoudre l’équation


2π∫
0

ei(ψ(t+s)−ψ(s)) ds

2π
= eit

ψ réelle et continue, 2π-périodique.

(20)

Cependant, en considérant d’abord la partie réelle, il est facile de voir que (20) n’a pas de solution. La que
se pose, équivalente à la négation de Q3, est la suivante :

Q6. Existe-t-il un entierν �= 0 et deux fonctionsψ1 etψ2 réelles, continues et 2π -périodiques, telles que
2π∫
0

ei(ψ2(t+s)−ψ2(s))
ds

2π
= eiνt

2π∫
0

ei(ψ1(t+s)−ψ1(s))
ds

2π
? (21)

Nous venons de voir que (21) n’a pas de solution quandν = 1 etψ1 = 0, donc plus généralement quandν �= 0
etψ1 est constant. La question se pose, d’élargir cette observation à d’autres fonctionsψ1.

Q7. Quelles sont les fonctionsψ1 pour lesquelles l’Éq. (21), avecν �= 0, n’a aucune solutionψ2 ?
Autrement dit, quelles sont les fonctionsf , applications continues deS1 dansS1, dont l’indice est bien déter

miné par la seule donnée des valeurs absolues des coefficients de Fourier ?
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