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Résumé

Nous étudions les propriétés arithmétiques et topologiques d’une classe de fractals de Rauzy. En particulier nou
une paramétrisation des frontières de ces ensembles et nous montrons que ceux-ci sont des quasi-disques.Pour citer cet ar-
ticle : A. Messaoudi, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 341 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Rauzy fractals. We study arithmetical and topological properties of a class of Rauzy Fractals. In particular, we
parametrization of the boundaries of these sets and show that they are quasi-disks.To cite this article: A. Messaoudi, C. R.
Acad. Sci. Paris, Ser. I 341 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Soienta un entier naturel non nul et(Fn)n�0 la suite récurrente définie par :F0 = 0, F1 = 0, F2 = 1, Fn+3 =
aFn+2 + Fn+1 + Fn ∀n � 0. Il est connu, en utilisant l’algorithme glouton que tout entier natureln s’écrit d’une
manière unique commen = ∑N

i=2 εiFi où(εi)2�i�N ∈ D, oùD est l’ensemble des suites(εi)2�i�K tel queK � 2
et pour touti � 2, εi = 0,1, . . . , a, et le motεiεi−1εi−2 vérifie la relationεiεi−1εi−2 <lex a11 pour touti � 4, avec
des conditions initialesε3ε2 <lex a1, ε2 < a (carF3 = a et F4 = aF3 + F2) où <lex est l’ordre lexicographique
On considère le polynômePa(x) = x3 − ax2 − x − 1. Ce polynôme a une racine réelleβ > 1 et deux racines
α et α complexes de module< 1. Au polynômePa(x), on peut associer un ensembleEa ⊂ C défini parEa =
{∑+∞

i=2 εiα
i |∀N � 2, (εi)2�i�N ∈ D}. Le plus connu des ensemblesEa est l’ensembleE1 (Fractal de Rauzy).

Il a été introduit par Rauzy [7] et a fait l’objet de plusieurs études (voir par exemple [2,4,5,8]). L’ensemblEa a
plusieurs propriétés. Il est compact, connexe [7] et il induit un pavage périodique deC moduloZ+Zα. L’ensemble
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Fig. 1. Voir texte.

Ea constitue aussi une représentation géométrique du système dynamique associé à la substitutionσ définie sur
l’alphabetA = {1,2,3} par : σ(1) = 11. . .1︸ ︷︷ ︸

a

2, σ(2) = 13, σ(3) = 1. Il est connu [7,4] que la frontière deEa

est constituée de 6 régions (Fig. 1(c)) :Y = Y0 = Ea ∩ (Ea + 1 + α), Y1 = Ea ∩ (Ea + 1), Y2 = Ea ∩ (Ea − α),
Y3 = Ea ∩ (Ea − 1− α), Y4 = Ea ∩ (Ea − 1) etY5 = Ea ∩ (Ea + α). En particulier, nous avons

Ea ∩ (Ea + p + qα) �= ∅ ⇐⇒ p + qα ∈ {
0,±1,±α,±(1+ α)

} ∀p,q ∈ Z. (1)

1. Résultats

Comme|α| < 1 et 0 est contenu dans l’intérieur deEa (voir [7]), tout nombre complexe et non nulz s’écrit en
baseα commez = ∑+∞

ε αi , oùl ∈ Z, ε �= 0 et pour toutN � 2, (ε ) ∈D. La suite(ε ) est appelée
i=l i l i+l−2 2�i�N i i�l
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α-développementde z. Il est connu qu’un point de la frontière deEa possède au moins deuxα-développements
Ces nombres complexes sont caractérisés dans le théorème suivant (voir [9]).

Théorème 1.1. Il existe un automate fini(graphe avec un nombre fini d’états) B tel que pour tout(xi)i�l et (yi)i�l

deuxα-développements, nous avons
∑∞

i=l xiα
i = ∑∞

i=l yiα
i si et seulement si la suite((xi, yi))i�l est un chemin

infini de l’automateB et commençant par l’état initial.

La méthode de Thurston ne donne pas explicitement les états de l’automate. Ici nous proposons de d
états.

Idée de la démonstration. Soientz = ∑∞
i=l xiα

i et w = ∑∞
i=l yiα

i où l ∈ Z. Supposons quez = w. Quitte à
multiplier parα−l , nous pouvons supposer quel = 0. Posons pour toutk � 0,Ak = α−k+2 ∑k

i=0(xi − yi)α
i . Donc

Ak+1 = Ak

α
+ (xk+1 − yk+1)α

2. Supposons sans perte de généralité quex0 = y0 et quex1 > y1. D’où A0 = 0. Soit
t = (z − y0 − y1α − y2α

2)/α. Nous avonst = x1 − y1 + (x2 − y2)α + ∑+∞
i=3 xiα

i−1 = ∑+∞
i=3 yiα

i−1. Si x3 < a et
y3 < a, on at ∈ Ea ∩ (Ea + x1 − y1 + (x2 − y2)α). Donc, en vertu de la relation (1),x1 − y1 = 1 etx2 − y2 = 0
ou 1. Nous déduisons queA1 = α2 et A2 = α si x2 = y2 ou A2 = α + α2 si x2 = y2 + 1. En étudiant tous le
cas et en continuant le même procédé, nous obtenons (voir [6]) queAk ∈ S = {0,±α,±α2,±(α + α2),±(1 +
(a − 1)α2),±(1+ aα2),±(1+ α + (a − 1)α2)}. Nous construisons un automateB dont les états sont les élémen
deS. SoientV etW deux éléments deS. Nous mettons une flèche étiquetée par(x, y) ∈ {0,1, . . . , a} et allant deV
àW si et seulement siW = V

α
+ (x −y)α2. Nous prenons 0 pour état initial de l’automateB. Comme l’ensembleS

est fini, nous obtenons un automate fini (Fig. 1(a)).�

2. Paramétrisation de la frontière de Ea

L’automateB décrit explicitement les 6 régionsYi. Par exemplez ∈ Y = Ea ∩ (Ea + 1 + α) ⇔ z = 1 + α +
(a − 1)α2 + αw1 = kα3 + α2w′

1 où k ∈ {1, . . . , a} et w1,w
′
1 ∈ Ea . En utilisant l’automateB nous construisons

fonctionsFi, i = 1, . . . ,5, et 2a + 1 fonctionsgi, i = 0, . . . ,2a telles que

Yi = Fi(Y ) ∀i = 1, . . . ,5 et Y =
2a⋃

k=0

gk(Y ). (2)

Ces fonctions sont définies parF1(z) = 1+ (a − 1)α2 +αz, F2(z) = −α2 + z/α, F3(z) = z − 1−α, F4(z) = (a −
1)α2 +αz, F5(z) = −α2 +α + z/α ; etg0(z) = c0 +α3z, g1(z) = c1 +α4z, g2k(z) = c2k +α3z, ∀k = 1,2, . . . , a et
g2k+1(z) = c2k+1+α2z, ∀k = 1, . . . , a−1 ; oùc0 = α3+aα4, c1 = 1+α+(a−1)α2+aα5, c2k = kα3+(a−1)α4,
c2k+1 = 1+ α + (a − 1)α2 + (k − 1)α3.

Lemme 2.1. Nous avons pour touti, j ∈ {0, . . . ,2a}, gi(Y )∩gj (Y ) �= ∅ ⇔ 0 � |i−j | � 1. En particulierg2k(Y )∩
g2k+1(Y ) = {g2k(y0)} = {g2k+1(y0)} ∀k = 0, . . . , a − 1, et g2k−1(Y ) ∩ g2k(Y ) = {g2k−1(x0)} = {g2k(x0)} ∀k =
1, . . . , a, oùx0 = −α2 ety0 = aα3+(a−1)α4

1−α3 .

Soit z un élément deY . En vertu de la relation (2), il existe une suite(ai)i�1 dans{0,1, . . . ,2a}N telle que
z = limn�→+∞ ga1 ◦ ga2 · · · ◦ gan(y) où y ∈ Y arbitraire. Soitg : [0,1] �→ Y la correspondance définie de la faç
suivante : sit = ∑+∞

i=1 ai(2a + 1)−i où (ai)i�1 ∈ {0,1, . . . ,2a}N alorsg(t) = limn→+∞ gb1 ◦ · · · ◦gbn(x0) oùb1 =
a1 et pour toutk � 2, bk = ak si

∑k−1
i=1 ai est pair et 2a − ak sinon. L’idée de la construction deg repose sur le fai

que siψ = ga1 ◦ga2 · · ·◦gan alors l’ensembleψ(Y ) est l’union des ensemblesψ ◦g0(Y ),ψ ◦g1(Y ), . . . ,ψ ◦g2a(Y )

(dans le sens trigonométrique) si
∑n

a est pair, etψ ◦ g (Y ),ψ ◦ g (Y ), . . . ,ψ ◦ g (Y ) si
∑n

a est
i=1 i 2a 2a−1 0 i=1 i
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impair. Il est facile de voir queg(t) = ∑+∞
n=1 cbnα

kn où les nombresci sont donnés ci-dessus,k1 = 0 et kn =
pn + 2(n − 1 + ln) pour toutn � 2, oùpn (resp.ln) est le nombre d’entiers pairs (resp. le nombre de 1) figu
dans le motb1 · · ·bn−1. Il n’est pas difficile de voir queg est bien définie. En effet : soientt, t ′ ∈ [0,1] tels
quet = ∑+∞

i=1 ai(2a + 1)−i et t ′ = ∑+∞
i=1 a′

i (2a + 1)−i où (ai)i�1, (a
′
i )i�1 ∈ {0,1, . . . ,2a}N. Si t = t ′ et (ai)i�1

est lexicographiquement supérieure á(a′
i )i�1 alors nous pouvons monter qu’il existe un entierk tel queai = a′

i

pour tout 1� i � k, ak+1 = a′
k+1 + 1, ai = 0 eta′

i = 2a∀i > k + 1. En utilisant la définition deg, nous vérifions
facilement queg(t) = g(t ′).

En vertu de la relation (2) et du Lemme 2.1, nous pouvons aussi montrer (voir [6]) queg est une application
bijective, continue et vérifieg(0) = x0 etg(1) = y0. En plusg estδ = −2 ln|α|

ln(2a+1)
Hölder continue. PosonsF0(z) = z,

∀z ∈ C. En utilisant les fonctionsg et Fi , i = 0,1, . . . ,5, nous définissons une application continue et bijec
de [0,1] dansYi par : hi(t) = Fi ◦ g(t) si i est pair, ethi(t) = Fi ◦ g(1 − t) si i est impair. En fait,Yi est
l’arc d’extrémitésFi(x0) et Fi(y0) (dans le sens trigonométrique) sii est pair, etFi(y0) et Fi(x0) si i est impair.
Maintenant, considérons la correspondancef : [0,1] �→ Fr(Ea) définie par : sit = ∑+∞

i=1 ai6−i oùai ∈ {0,1, . . . ,5}
alorsf (t) = Fa1 ◦ g(6t − a1) si a1 est pair, etFa1 ◦ g(1+ a1 − 6t) si a1 est impair.

Théorème 2.2. La correspondancef est une application bijective est continue sur]0,1[. En plusf (0) = f (1) et
f estδ = −2 ln|α|

ln(2a+1)
Hölder continue.

3. La frontière de Ea est un quasi-cercle

Nous pouvons montrer, en utilisant l’auto-similarité deY0 qu’il existe un réelk > 0, tels que si 0� t0 � t1 � t2 �
1 alors|g(t1) − g(t0)| � k|g(t2) − g(t0)|. En vertu de l’auto-similarité deFr(Ea) et du Lemme 2.1, nous pouvon
montrer (voir [6]) que pour toutx, y ∈ Fr(Ea), min(diam(I (x, y)),diam(I (y, x)) � k|x − y|, où pour toutz,w ∈
Fr(Ea), I (z,w) est l’arc deFr(Ea) d’origine z et d’extrémitéw dans le sens trigonométrique, et diam(I (z,w)) est
le diamétre deI (z,w). D’où Fr(Ea) vérifie les conditions d’Ahlfors. Par conséquent,Fr(Ea) est un quasi-cercle.

Remarque 1. Le casa = 1 a été étudié dans [5], et la même approche a été utilisée dans [3] pour étu
frontière du fractal du Dragon. Pour l’étude de certaines propriétés topologiques d’ ensembles fractals do
un système de numération, voir aussi [1].
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