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Résumé

L’objet de ce travail est d’étudier un système non linéaire modélisant un écoulement de fluide non newtonien, solution
de polymères. On s’intéresse ici à l’existence de solutions faibles pour le problème stationnaire dans un ouvert borné ou
du plan. Une première difficulté tient au fait qu’on cherche celles-ci dans l’espace naturel fourni par les équations d’énerg
se complique encore lorsque le domaine est non borné. La seconde est due au fait que, dans les équations, le terme de
de dérivée d’ordre 2, alors que le terme non linéaire est d’ordre 3.Pour citer cet article : C. Amrouche, E.-H. Ouazar, C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. I 341 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Weak solutions H2 for a non-Newtonian fluid model.This Note is devoted to the study a non-linear system modelling a
of a non-Newtonian fluid, namely aqueous polymer solutions. In the present work, we prove a theorem on the existenc
solutions for the steady-state problem in a bounded or exterior plane domain. A first difficulty is due to the fact that w
these solutions in the natural space given by the energy inequalities. The second difficulty stems from the fact that the n
term involves a third-order derivative, whereas its elliptic term is only a Laplace operator.To cite this article: C. Amrouche,
E.-H. Ouazar, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 341 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

It has been experimentally established that if we added to a viscous fluid, which moves around a body
small quantity of special polymer substances, without changing the density and the viscosity of the fluid, t
motion of the fluid in a boundary layer will be significantly affected and the frictions resistance of the moving
will decrease [6]. The comparison of the physical characteristics of water and weak aqueous solutions of p
shows that for practically identical values of the density and viscosity, these fluids differ sharply in their relax
properties. The equations modelling the motion of a steady-state (we are not interested here by the evolution
have the form (1) with the incompressibility condition (2) (the bold notations are reserved for vector functions).

Adresses e-mail :Cherif.Amrouche@univ-pau.fr (C. Amrouche), ouazar@ens-Kouba.dz (E.-H. Ouazar).
1631-073X/$ – see front matter 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2005.07.023
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of classical boundary-conditions, here we consider in (3) the slip conditions for the velocity and Dirichlet co
for the vorticity. This model is very close to fluids of grade 2 in (4), for which existence results ofH3(Ω) solutions
are obtained, with Dirichlet boundary-conditions for the velocity, in dimension 2 (cf. [5]), whenΩ is bounded and fo
external forcesf belonging toL2(Ω) with the vorticity off in L2(Ω). In the case of a three dimensional exter
domain, we recall the result obtained for the fluids of grade 2 by [4], when the external forcesf are sufficiently
small for the normH2(Ω) ∩ L6/5(Ω). To our knowledge, the problem of existence of solutions inH2(Ω) for data
f ∈ L2(Ω) is still open. In this paper, we show an existence result ofH2(Ω) solutions for the system (1)–(3), n
depending on the size of the data.

1. Introduction

Il a été constaté expérimentalement que si l’on ajoute une petite quantité d’une substance de polymère
fluide visqueux en mouvement, sans changement de densité ni de viscosité, il apparaît un phénomène d
limites [6]. Une comparaison des propriétés physiques de l’eau et d’une solution aqueuse de polymères mo
pour des valeurs très voisines de densité et de viscosité, ces deux types de fluides possèdent des propriétés d
très différentes. Les équations modélisant l’écoulement stationnaire (on ne s’intéresse pas ici au problème d’é
sont de la forme :

−ν�u + u · ∇(u − α�u) + ∇π = f dansΩ, (1)

avec la condition d’incompressibilité :

divu = 0 dansΩ, (2)

(les notations en gras désignent des quantités ou des espaces à valeurs vectorielles). Ici, au lieu de cond
limites classiques d’adhérence à la paroi, nous prenons les conditions de glissement pour le champ de
d’adhérence à la paroi du tourbillon :

u · n = 0, rotu = 0 surΓ. (3)

Ce modèle est très proche de celui des fluides de grade 2 :

−ν�u + rot(u − α�u) × u + ∇π = f dansΩ (4)

pour lequel des résultats d’existence de solutions, avec des conditions aux limites de type Dirichlet sur la vit
été donnés en dimension 2 dansH3(Ω) (voir [5]), lorsqueΩ est borné et pour des forces extérieuresf dansL2(Ω)

avec le rotationnel def dansL2(Ω) (voir aussi [2] et [3]). Dans le cas du domaine extérieur en dimension 3, on
citer le résultat obtenu, toujours pour les fluides de grade 2, par [4] lorsque les forces extérieuresf sont suffisammen
petites pour la normeH2(Ω) ∩ L6/5(Ω). A notre connaissance, le problème d’existence de solutions dansH2(Ω)

pour des donnéesf ∈ L2(Ω) reste ouvert.
L’objet principal de ce travail est de montrer que pour le système (1)–(3), il y a bien existence de solutions

H2(Ω), et ce indépendamment de la taille des données, ce qui sera fait dans la Section 2. La Section 3 est co
cas oùΩ est un ouvert extérieur et l’usage des espaces de Sobolev avec poids va s’y avérer précieux.

Nous introduisons maintenant les espaces fonctionnels. On commence par définir l’espace

V = {
v ∈ H1(Ω), �v ∈ L2(Ω), divv = 0 dansΩ, v · n = rot v = 0 surΓ

}
qui est un Hilbert pour le produit scalaire

((u|v))V = (∇u,∇v)L2(Ω) + (�u,�v)L2(Ω),

où la notation(u,v) désigne le produit scalaire dansL2(Ω).
Pour l’étude du problème extérieur, on définit pour tout entier positifm et tout réelα l’espace :

Wm,2
α (Ω) = {

u ∈D′(Ω); ∀λ ∈ N
2: 0� |λ| � k, ρα−m+|λ|(lg r)−1Dλu ∈ L2(Ω);

∀λ ∈ N
2: k + 1� |λ| � m, ρα−m+|λ| Dλu ∈ L2(Ω)

}
, (5)

où

ρ = (1+ r2)1/2 et lgr = ln(2+ r2)



C. Amrouche, E.-H. Ouazar / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 341 (2005) 387–392 389

ropriétés.

de
te

es
et

k = k(m,α) =
{−1, si α /∈ {0, . . . ,m − 1},

m − 1− α, si α ∈ {0, . . . ,m − 1}.
C’est un Banach réflexif pour la norme du graphe :

‖u‖
W

m,2
α (Ω)

=
( ∑

0�|λ|�k

∥∥ρα−m+|λ|(lg r)−1Dλu
∥∥2

L2(Ω)
+

∑
k+1�|λ|�m

‖ρα−m+|λ|Dλu‖2
L2(Ω)

)1/2

.

On définit aussi la semi-norme :

| u |
W

m,2
α (Ω)

=
( ∑

|λ|=m

‖ραDλu‖2
L2(Ω)

)1/2

.

Les poids dans la définition (5) sont choisis de telle sorte que les espaces correspondants satisfont deux p
D’une part, les fonctions deD( �Ω) sont denses dansWm,2

α (Ω). D’autre part, soitq ′ = inf(q,m − 1), oùq est le plus
haut degré des polynômes contenus dansWm,2

α (Ω). Alors la semi-norme| · |
W

m,2
α (Ω)

definit surWm,2
α (Ω)/Pq ′ une

norme qui est équivalente à la norme quotient.
On pose :

W̊m,2
α (Ω) = {

v ∈ Wm,2
α (Ω); γ0v = 0, γ1v = 0, . . . , γm−1v = 0

}
. (6)

On peut montrer queD(Ω) est dense dans̊Wm,2
α (Ω) et donc son espace dual,W

−m,2
−α (Ω), est un sous-espace

distributions. De plus, la semi-norme| · |
W

m,2
α (Ω)

est une norme sur̊Wm,2
α (Ω) qui est équivalente à la norme complè

‖ · ‖W
m,
α (Ω).

2. Existence de solution dans un ouvert borné

Soit Ω un ouvert borné connexe deR2, de classeC2,1. Nous notons parΓ0, . . . ,Γp les composantes connex
deΓ , Γ0 étant le bord de la composante connexe non bornée deR

2 − Ω . On supposera également queΩ simplement
connexe ouΩ convexe.Pourf donnée, on cherche(u,π) solution du problème notéP :

−ν�u + u · ∇(u − α�u) + ∇π = f dans Ω,

divu = 0 dansΩ,

u · n = 0, rotu = 0 surΓ.

(P)

Théorème 2.1.Pour toutf ∈ L2(Ω), le problème(P) possède au moins une solution(u,π) ∈ V × L2(Ω), satisfai-
sant l’estimation

‖u‖V � C‖f ‖L2(Ω).

De plus,u vérifie l’inégalité d’énergie:

ν

∫
Ω

(|∇u|2 + |�u|2)dx �
∫
Ω

f · (u − �u)dx.

Démonstration. Notons d’abord la caractérisation suivante :

V = {
v ∈ H2(Ω), divv = 0 dansΩ, v · n = rotv = 0 surΓ

}
,

où l’identité est algèbrique et topologique (on utilise ici la régularitéC2,1 deΩ). �
2.1. Existence de solutions approchées

Pour chaque entierm � 1 on définit une solution approchée du problème(P) par :

um =
m∑

j=1
gjmwj , gjm ∈ R,

ν(∇u ,∇w ) − b(u ,w ,u − α�u ) = (f ,w ), j = 1, . . . ,m,

(Pm)
m j m j m m j
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u

s) :
où les fonctions{wj }j∈N forment une base hilbertienne deV et satisfont :

−�wj = µjwj et divwj = 0 dansΩ,

wj · n = rotwj = 0 surΓ,

et {µj }j∈N, avecµj > 0 est une suite de réels avecµj → +∞. L’existence deum se déduit d’un corollaire d
théorème du point fixe de Brouwer, où la relation spécifique à la dimension 2 :

∀u ∈ V, b(u,u,u) = b(u,u,�u) = 0 (7)

joue un rôle fondamental, oùb est définie par (avec la convention de sommation implicite sur les indices répété

b(u,v,w) =
∫
Ω

uj

∂vi

∂xj

wi dx.

2.2. Estimations et passage à la limite

Grâce à (7), on a :

ν‖∇um‖2
L2(Ω)

= (f ,um)L2(Ω). (8)

De l’inégalité de Poincaré pour les fonctions deH1(Ω) à trace normale nulle au bord : on obtient l’estimation :

‖um‖H1(Ω) � C‖f ‖L2(Ω).

Nous allons maintenant chercher une seconde estimation. Pour cela multiplions(Pm) pargjm
µj

λj
, et sommons surj

de 1 àm. Alors,

ν(�um,�um)L2(Ω) + b(um,�um,um − α�um) = −(f ,�um).

Le second terme du premier membre étant nul, on a donc

ν(�um,�um)L2(Ω) = −(f ,�um). (9)

On déduit de (8) et (9) que

ν‖�um‖L2(Ω) � ‖f ‖L2(Ω) et ‖um‖V � C‖f ‖L2(Ω).

Quitte à extraire une sous-suite, notée encoreum, on a :

um ⇀ u dansV faible (10)

et on peut vérifier facilement que divu = 0 dansΩ et u · n = rot u = 0 surΓ . L’injection compacte deH 2(Ω) dans
H 1(Ω) et les estimations précédantes permettent de faire le passage à la limite et d’obtenir

∀v ∈ V, ν(∇u,∇v) − b(u,v,u − α�u) = (f ,v).

L’existence deπ ∈ L2(Ω) se déduit enfin du théorème de De Rham, ce qui termine la démonstration.

3. Existence de solution dans un ouvert extérieur

Nous allons maintenant résoudre le problème(P) dans le cas oùΩ est un domaine extérieur de claseC2,1 deR
2.

Nous avons besoin d’introduire l’espaceY(Ω) = L2(Ω) ∩ W
−1,2
0 (Ω), qui est un Banach pour la norme

‖f ‖Y(Ω) = (‖f ‖2
L2(Ω)

+ ‖f ‖2
W

−1,2
0 (Ω)

)1/2
,

et dans lequelD( �Ω) est dense (voir [1]). On commence par donner le

Lemme 3.1.Soitf ∈ L2(Ω) ∩ W
−1,2
0 (Ω) tel que

Tf (1) =: lim
k→∞

∫
f ϕk dx = 0, avec lim

k→∞ϕk = 1 dansW1,2
0 (Ω). (11)
Ω
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t

Alors, il existeu ∈ H1
0(Ω) vérifiantdivu = f dansΩ et tel que

‖u‖H1(Ω) � C
(‖f ‖L2(Ω) + ‖f ‖

W
−1,2
0 (Ω)

)
.

Démonstration. L’hypothèse (11) ayant lieu (noter queD( �Ω) est dense dansW1,2
0 (Ω)), on montre l’existence d’un

fonctionψ ∈ W
1,2
0 (Ω) ∩ W

2,2
0 (Ω), solution de

−�ψ = f dansΩ,
∂ψ

∂n
= 0 surΓ, (12)

unique à une constante additive près, vérifiant l’estimation

‖ψ‖
W

2,2
0 (Ω)/R

+ ‖ψ‖
W

1,2
0 (Ω)/R

� C‖f ‖Y(Ω).

Il est clair que∇ψ ∈ H1(Ω) et son flux à traversΓ est nul. On peut construire alors une fonctionv0 ∈ H1(Ω) avec
suppv0 compact et telle que

divv0 = 0 dansΩ et v0 = −∇ψ surΓ.

La fonctionw = −∇ψ − v0 ∈ H1
0(Ω) répond à la question.�

Théorème 3.2.Soit

f ∈ L2(Ω) ∩ W−1,2
0 (Ω), vérifiantTfi

(1) = 0, i = 1,2.

Alors, le problème(P) possède une solutionu ∈ W1,2
0 (Ω) ∩ W2,2

0 (Ω) vérifiant l’estimation

‖u‖
W

1,2
0 (Ω)

+ ‖u‖
W

2,2
0 (Ω)

� C
(‖f ‖L2(Ω) + ‖f ‖

W
−1,2
0 (Ω)

)
.

Démonstration. (i) On montre d’abord que siu ∈ W
1,2
0 (Ω) avec u = 0 sur Γ et tel que�u ∈ L2(Ω), alors,

u ∈ W
2,2
0 (Ω) et vérifie l’estimation

‖u‖
W

2,2
0 (Ω)

� C(Ω)
(‖u‖

W
1,2
−1 (Ω)

+ ‖�u‖L2(Ω)

)
.

On étend ensuite ce résultat aux champs de vecteursu ∈ W1,2
−1(Ω) tel que�u ∈ L2(Ω) et satisfaisantu · n = 0 et

rotu = 0 surΓ .
(ii) Pour chaquei = 1,2, il existe grâce au lemme précédantF i ∈ H1

0(Ω) tel que divF i = fi dansΩ et satisfaisan

‖F i‖H1(Ω) � C(Ω)
(‖f ‖L2(Ω) + ‖f ‖

W
−1,2
0 (Ω)

)
.

CommeD(Ω) est dense dansH 1
0 (Ω), soit (Fm

i )m une suite deD(Ω)2 telle que

Fm
i → F i dansH1(Ω).

Posonsf m
i = divFm

i et Km
i = supp Fm

i . Il existe donc une suite croissante de réels positifs(Rm)m telle que
limm→∞ Rm = +∞ et telle queKm

1 ∪ Km
2 ⊂ Bm, où Bm est la boule de centre l’origine et de rayonRm. Posons

Ωm = Bm ∩ Ω . On sait, d’après le Théorème 2.2, qu’il existe(um,πm) ∈ V (Ωm) × L2(Ωm) satisfaisant

−ν�um + um · ∇(um − α�um) + ∇πm = f m dansΩm,

divum = 0 dansΩm,

um · n = rotum = 0 surΓm,

oùΓm est la frontière deΩm. On montre ensuite que :

ν
(‖∇um‖L2(Ωm) + ‖�um‖L2(Ωm)

)
� C‖f ‖Y(Ω). (13)

Posons maintenant, pourm assez grand̃um = um dansΩm et ũm = 0 en dehors deBm. Soitψ ∈ C∞(R2) une fonction
telle que

∀x ∈ R
2, 0� ψ(x) � 1, ψ = 0 si |x| � 1 et ψ = 1 si |x| � 1

.

2
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r, vol. 109,

977–995.
78 (10)

s of poly-
Posonsψm(x) = ψ( x
m

), pourm entier strictement positif, etvm = ψmũm. Alors

‖∇vm‖L2(Ω) + ‖�vm‖L2(Ω)) � C‖f ‖Y(Ω),

c’est-à-dire que,

vm est bornée dansW1,2
0 (Ω) ∩ W2,2

0 (Ω). (14)

On peut donc extraire une sous-suite, notée encorevm, telle que

vm ⇀ w dansW1,2
0 (Ω) et ∇vm ⇀ ∇w dansH1(Ω),

avec

w · n = 0 et rotw = 0 surΓ.

Maintenant, notons quevm vérifie :

−ν�vm + vm · ∇(vm − α�vm) + ∇πm = f dansΩm/2,

divvm = 0 dansΩm/2.

Soitϕ ∈ D(Ω)2 ; il existeN ∈ N tel que suppϕ ⊂ ΩN et pour tout entierm � 2N , on a

ν

∫
Ω

∇vm · ∇ϕ dx + b(vm,ϕ,vm − α�vm) =
∫
Ω

f · ϕ dx.

L’injection deH 1(ΩN) dansL2(ΩN) étant compacte, on peut passer à la limite pour obtenir :

ν

∫
Ω

∇w · ∇ϕ dx + b(w,ϕ,w − α�w) =
∫
Ω

f · ϕ dx.

A la différence du cas borné, on déduit enfin du théorème de De Rham l’existence deπ ∈ L2
loc(Ω) seulement, ce qu

termine la démonstration.�
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