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Résumé

Dans cette Note, nous allons considérer la distance riemannienne sur le groupe des lacets, qui sera identifie à celle
par Hino et Ramirez [M. Hino, J.A. Ramirez, Small-time Gaussian behavior of symmetric diffusion semigroups, Ann. Pro
(2003) 1254–1295]. Une inégalité de transport est établie.Pour citer cet article : S. Fang, J. Shao, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I
341 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Riemannian distance, Rademacher theorem and transportation cost inequality on loop groups.In this Note, we shal
consider the Riemannian distance on loop groups, which will be identified to one introduced by Hino and Ramirez [M. Hi
Ramirez, Small-time Gaussian behavior of symmetric diffusion semigroups, Ann. Probab. 31 (2003) 1254–1295]. A trans
cost inequality is established.To cite this article: S. Fang, J. Shao, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 341 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Let G be a connected compact Lie group andG its Lie algebra endowed with an AdG-invariant metric| · |G . On
the loop groupL e(G) = {� : [0,1] → G continuous,�(0) = �(1) = e}, Hino and Ramirez [15] introduced the distan
dI (�1, �2) = inf{L̂(γ ); γ (0) = �1, γ (1) = �2} where

L̂(γ ) = sup

{∑
i∈∆

dP
(
γ (si), γ (si+1)

); ∆ subdivision of[0,1]
}
.

On the other hand, letH0(G) = {h : [0,1] → G; h(0) = h(1) = 0, |h|2H0
= ∫ 1

0 |ḣ(θ)|2G dθ < +∞}. For z ∈
H(H0(G)) := {z(t) = ∫ t

0 z′(s)ds; ‖z‖2 = ∫ 1
0 |z′(t)|2H0

dt < +∞}, consider
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1631-073X/$ – see front matter 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
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γ (t, θ) = γ (t, θ)z′(t)(θ), γ (0, θ) = e.

For such a curveγ on L e(G), setL(γ ) = ‖z‖ and definedL(�1, �2) = inf{L(γ ); γ (0) = �1, γ (1) = �2}.
In this Note, we prove that these two distancesdI anddL onL coincide, and

Theorem 0.1.Letν be the heat measure at time1 onL e(G) (see[17]). Defining the Wasserstein distance with resp
to dL, then

W2(ν, f ν)2 � C

∫
L e(G)

f logf dν, f � 0,

∫
L e(G)

f dν = 1.

1. Introduction

Sur une variété riemannienne complèteM , Otto et Villani [19] ont montré que l’inégalité de Sobolev logarithmiq∫
M

f 2 log
f 2

‖f ‖2
L2

dµ � 2C

∫
M

|∇f |2 dµ, f ∈ C0(M) (1)

implique l’inégalité de transport de Talagrand :

W2
2 (f µ,µ) � C

∫
M

f logf dµ, f � 0,

∫
M

f dµ = 1 (2)

oùµ(dx) = eV (x) dx est une mesure de probabilité surM et

W2
2 (f µ,µ) = inf

π∈C(f µ,µ)

∫
M×M

d2(x, y)π(dx,dy) (3)

avecC(f µ,µ) désignant l’ensemble des mesures de probabilités surM × M , de marginalesf µ etµ. L’existence du
flot de difféomorphismesφs :M → M associé à l’équation différentielle ordinaire suivante

d

ds
φs(x) = −(∇ logPt+sf )

(
φs(x)

)
, φ0(x) = x, t > 0 donné (4)

est un ingrédient important dans leur approche, où(Pt )t�0 désigne le semi-groupe associé à la forme de Diric
E(f ) = ∫

M
|∇f |2 dµ. Dans [2], Bobkov, Gentil et Ledoux ont donné une approche alternative en établissant l’

contractivité du semi-groupe de Hamilton–Jacobi

(Qtf )(x) = inf
y∈M

{
f (y) + 1

2t
d2(x, y)

}
. (5)

Nous nous référons à Ledoux [16] pour un survey sur ce sujet. En dimension infinie, une avancée significa
effectuée par Feyel et Üstünel dans [12], où le transport de Monge et l’inégalité de Talagrand sur l’espace d
(W,H,µ) sont étudiée, la distance riemannienned dans (3) étant remplacée par la distance de Cameron–MartidH .
Dans ce cas,dH : W ×W → [0,+∞] est semi-continue inférieurement. Diverses études pour des mesures de d
sont récemment faites dans [3,21].

Soit G un groupe de Lie compact et connexe, d’algèbre de LieG munie d’une métrique AdG invariante. Sur le
groupePe(G) des chemins continus définis sur[0,1], partant de l’élément neutree, on définit la distance Cameron
Martin : dP (ξ1, ξ2) = (

∫ 1
0 |v(t)−1 d

dt
v(t)|2G dt)1/2 oùv = ξ−1

1 ξ2. L’inégalité de transport pourdP est établie dans [10
Considérons le groupe des lacetsL e(G) = {� : [0,1] → G continu ;�(0) = �(1) = e}. Nous allons étudier la distanc
riemanniennedL sur L e(G) et établir une inégalité de transport. Dans ce cas de dimension infinie, la résolu
l’équation du type (4) est une tâche difficile, tandis que la définitionQt dans (5) se généralise aisément. L’objet de
travail est d’établir les ingrédients nécessaires afin d’appliquer l’approche de [2].
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2. Distance riemannienne

Soit G l’algèbre de Lie deG, munie d’une AdG invariante métrique〈, 〉G . Soit H0(G) = {h : [0,1] → G; h(0) =
h(1) = 0, |h|2H0

= ∫ 1
0 |ḣ(θ)|2G dθ < +∞} où ḣ(θ) = d

dθ
h(θ). Le groupeL e(G) est muni de la distance uniform

et H0(G) est muni d’un crochet de Lie défini par[h1, h2](θ) = [h1(θ), h2(θ)]. Soit F : L e(G) → R une fonction
cylindrique sous la forme

F(�) = f
(
�(θ1), . . . , �(θN)

)
, f ∈ C∞(GN), 0< θ1 < · · · < θN < 1.

On notera par Cylin(L e) l’espace des fonctions cylindriques surL e(G). Considérons l’espace de Hilbert suiva
H(H0(G)) = {z(t) = ∫ t

0 z′(s)ds; ‖z‖2 = ∫ 1
0 |z′(s)|2H0

ds < +∞}.

Définition 2.1. Soit γ : [0,1] → L e(G) une courbe continue. On dit qu’elle est admissible s’il existez ∈ H(H0(G))

tel que pour toutθ ∈ [0,1],
∂

∂t
γ (t, θ) = γ (t, θ)z′(t)(θ), γ (0, θ) = e. (6)

Définition 2.2. Pour une courbe admissibleγ dansL e(G), on définitL(γ ) =
√∫ 1

0 |z′(s)|2H0
ds ; dans d’autres cas

L(γ ) = +∞.

Maintenant soient�1, �2 ∈ L e(G), on définit

dL(�1, �2) = inf
{
L(γ ); γ (0) = �1, γ (1) = �2

}
. (7)

Il est aisé de voir quedL est invariante à gauche :dL(��1, ��2) = dL(�1, �2) = dL(e, �−1
1 �2) où e désigne le lace

d’identité. La distancedL est déjà apparue dans [11].

Proposition 2.3.Nous avons les propriétés suivantes(i) Pour dL(�1, �2) < +∞, il existe une courbe admissibleγ
telle quedL(�1, �2) = L(γ ).

(ii) L’ensembleBR = {� ∈ L e(G); dL(e, �) � R} est compact dansL e(G).
(iii) La fonction(�1, �2) → dL(�1, �2) est semi-continue inférieurement surL e(G) × L e(G).
(iv) SoitK un ensemble compact dansL e(G), alorsKR = {� ∈ L e(G); dL(�,K) � R} est compact dansL e(G),

où

dL(�,K) = inf
{
dL(�, k); k ∈ K

}
.

Afin d’étudier le comportement asymptotique du processus d’Ornstein–Uhlenbeck surL e(G), Hino et Ramirez on
introduit la distancedI (�1, �2) = inf{L̂(γ ); γ (0) = �1, γ (1) = �2} dans [15], où

L̂(γ ) = sup

{∑
i∈∆

dP
(
γ (si), γ (si+1)

); ∆ subdivision de[0,1]
}
. (8)

Peu de propriétés ont été dégagées à partir de cette définition.

Théorème 2.4.Les deux distancesdI etdL coïncident.

Démonstration. La distancedI est invariante à gauche, il suffit de montrerdI (e, �) = dL(e, �). Soit� ∈ L e(G) tel que
dL(e, �) < +∞. Considérons la courbe admissibleγ reliante et � telle queL(γ ) = dL(e, �). Soit∆ une subdivision
de[0,1], notons parvi = γ (si−1)

−1γ (si) pouri ∈ ∆. Alors

vi(θ)−1 dvi = Ad
(
γ (si, θ)−1)[ d

γ (si, θ) · γ (si, θ)−1 − d
γ (si−1, θ) · γ (si−1, θ)−1

]
.

dθ dθ dθ
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Notons parD̂s la dérivée covarianteà droite, alors |vi(θ)−1 dvi

dθ
|G �

∫ si
si−1

|D̂s
d
dθ

γ (s, θ)|G ds. Par l’inégalité de
Cauchy–Schwarz, on obtient

∑
i

dP
(
γ (si−1), γ (si)

)
�

√√√√√ 1∫
0

1∫
0

∣∣∣∣D̂s

d

dθ
γ (s, θ)

∣∣∣∣2
G

dsdθ.

Cette dernière quantité est égale à
√∫ 1

0

∫ 1
0 |Dθ

d
ds

γ (s, θ)|2G dsdθ = L(γ ), où Dθ désigne la dérivée covarianteà

gauche. Il s’ensuite queL̂(γ ) � L(γ ). D’où dI (e, �) � dL(e, �). Réciproquement, soitU un voisinage dee dansG
sur lequel la fonction log est définie. Alors pourε > 0, il existe un voisinageUε ⊂ U tel que pourv ∈ L e(G) vérifiant
v(θ) ∈ Uε, θ ∈ [0,1], on a

|logv|H0 � (1+ ε)dP (e, v). (9)

Soit � ∈ L e(G) tel quedI (e, �) < +∞. Il existe une courbe continueγ : [0,1] → L e(G) reliant e et� telle que
L̂(γ ) � dI (e, �) + ε. Soit∆ une subdivision assez fine telle quevi(θ) := γ (si−1, θ)−1γ (si, θ) ∈ Uε, θ ∈ [0,1]. Soit
hi = logvi et définissonsz ∈ H(H0(G)) par z′(t) = hi pour t ∈ [si−1, si]. Considérons la courbẽγ associée àz par
l’Éq. (6). Alors γ̃ (1, θ) = eh1(θ) · · · ehN (θ) = v1(θ) · · ·vN(θ) = γ (1, θ) = �. Par suite,

dL(e, �) �

√√√√√ 1∫
0

∣∣z′(t)
∣∣2
H0

dt =
√√√√ N∑

i=1

(si − si−1)|hi |2H0
�

N∑
i=1

|hi |H0,

qui est majorée, compte tenu de (9) et (8), par(1+ ε)
∑N

i=1 dP (e, vi) � (1+ ε)L̂(γ ) � (1+ ε)(dI (e, �) + ε). Faisant
tendreε → 0, on obtientdL(e, �) � dI (e, �). �
3. Théorème de Rademacher

Désormais on notera parµ la mesure de Wiener surL e(G), la loi du pont brownien surG attaché à l’identité. La
quasi-invariance deµ est démontrée par Malliavin–Malliavin [18] :∫

L e(G)

F (�eh)dµ(�) =
∫

L e(G)

F (�)Kh(�)dµ(�), h ∈ H0(G) (10)

avecKh ∈ ⋂
p>1 Lp(L e(G),µ). De plus, pour toute fonctionf ∈ Lp(L e(G),µ) avec un certainp > 1,{

d

dε

∫
L e(G)

f (�)Kεh(�)dµ(�)

}
ε=0

=
∫

L e(G)

f δ(h)dµ,

où δ(h) désigne la divergence deh. On a (voir [9]) ‖δ(h)‖L2(µ) � C|h|H0, avec une constanteC > 0. Soit
F ∈ L2(L e(G),µ). On dit qu’elle est dansD2

1(µ) s’il existe∇F ∈ L2(L e(G),H0(G)) tel que pour touth ∈ H0(G),
〈∇F,h〉H0 = DhF , où (DhF)(�) = { d

dε
F (�eεh)}ε=0 existe dansL2−.

Définition 3.1. Soit F : L e(G) → R une fonction mesurable. On dit qu’elle estdL-lipschitzienne s’il existe un
constanteM > 0 telle que|F(�1) − F(�2)| � M dL(�1, �2), pour�1, �2 ∈ L e(G).

La meilleure constanteM est notée par‖F‖Lip .

Théorème 3.2.SoitF ∈ L2(µ) une fonctiondL-lipschitzienne. AlorsF ∈ D2
1(µ) et |∇F |H0 � ‖F‖Lip .

Démonstration. Soit ϕ : [0,1] → R définie parϕ(s) = F(�esh) pour � fixé, et γ (t, θ) = �(θ) es1h(θ) et (s2−s1)h(θ)

pour s1, s2 ∈ [0,1]. Alors γ relie �es1h et �es2h et γ (t, θ)−1 ∂ γ (t, θ) = (s2 − s1)h(θ). Donc dL(�es1h, �es2h) �

∂t
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|s2 − s1||h|H0 et |F(�es1h) − F(�es2h)| � M|s2 − s1||h|H0. Alors ϕ est dérivable presque partout sur[0,1], de dé-
rivées majorées parM|h|H0. Soit

Λh =
{
(�, s); lim

ε→0

F(�e(s+ε)h) − F(�esh)

ε
existe

}
. (11)

Alors pour tout�, 1Λh
(�, s) = 1 presque partout sur[0,1]. Donc(µ⊗ λ)(Λh) = 1 oùλ est la mesure de Lebesgue s

[0,1]. Or par (11),1Λh
(�, s) = 1Λh

(�esh,0). Par suite, en utilisant (10),

1=
∫

L e(G)

1∫
0

1Λh
(�esh,0)dsdµ(�) =

1∫
0

( ∫
L e(G)

1Λh
(�,0)Ksh(�)dµ(�)

)
ds.

Il en résulte que1Λh
(�,0) = 1 pourµ presque partout. Combinant ceci avec le théorème de la convergence do

DhF existe dansL2− et |DhF | � M |h|H0. D’autre part, pour toute fonction cylindriqueΦ,∫
L e(G)

DhFΦ dµ =
{

d

dε

∫
L e(G)

F (�)Φ(�e−εh)Kεh dµ(�)

}
ε=0

=
∫

L e(G)

FD∗
hΦ dµ (12)

oùD∗
hΦ = −〈∇Φ,h〉H0 + Φ δ(h). Maintenant, procédant comme dans [7], on obtient le résultat.�

4. Inégalité de transport

Soit W0(G) = {w : [0,1] → G continue;w(0) = w(1) = 0}. Il existe un mouvement brownien(wt )t�0 à valeurs
dansW0(G), ayant〈, 〉H0 comme opérateur de covariance. Pourθ ∈ [0,1], considérons l’e.d.s. de Stratanovich suiva

dtgw(t, θ) = gw(t, θ) ◦ dtw(t, θ), gw(0, θ) = e.

Il est démontré (voir [17]) que(t, θ) → gw(t, θ) admet une version continue, que nous noterons de la même f
Alors t → gw(t, ·) est un processus continu surL e(G). Soit νT la loi dew → gw(T , ·) sur L e(G). D’après Driver–
Smirmurthy [6],ν := ν1 est absolument continue par rapport àµ. De plus,q = dν

dµ
est une fonction bornée. So

Ê(f, g) = ∫
L e(G)

〈∇f,∇g
〉
H0

dν pour f,g ∈ Cylin(L e). D’après Driver [4] (voir aussi [8]), la formule d’intégratio

par parties pourν existe ; par suite,̂E est fermable. On note parD2
1(ν) le domaine de la forme de Dirichlet obtenu

D’autre part, par un résultat de Aida [1], l’espace Cylin(L e) est dense dansD2
1(µ). Par suiteD2

1(µ) ⊂ D2
1(ν). D’après

Driver et Lohrentz [5] :∫
L e(G)

F 2 log
|F |2

‖F‖2
L2(ν)

dν � 2C1

∫
L e(G)

|∇F |2H0
dν, F ∈ D2

1(ν). (13)

Soientµ1 et µ2 deux mesures de probabilités surL e(G). On définit la distance de WassersteinW2(µ1,µ2) entreµ1
etµ2 comme (3) en utilisant la distancedL surL e(G).

Théorème 4.1.Nous avons

W2(ν, f ν)2 � C1

∫
L e(G)

f logf dν, pourf � 0,

∫
L e(G)

f dν = 1. (14)

Démonstration. SoitF : L e(G) → R une fonction bornéedL lipschitzienne, on définit

(QtF )(�) = inf
�′∈L e(G)

{
F(�′) + 1

2t
dL(�, �′)2

}
.

Alors Qt préserve la classe des fonctions bornéesdL lipschitziennes, etD+
t QtF � −1

2|∇QtF |2H0
pour t > 0

où D+
t ϕ := lim sups→0

ϕ(t+s)−ϕ(t)
s

. Maintenant d’après [2], on obtient l’inégalité (14) à partir de (13). Pour
discussion détaillée surQt , nous référons à [20]. �
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Remarque 1.Soitz ∈ H(H0(G)). En faisant intervenir(Awz)(t, θ) = ∫ t

0 Adgw(s,θ) z
′(s)(θ)ds, la méthode de Girsano

(voir [12,3]) a été développée dans [10] pour obtenir une inégalité de transport surL e(G), mais relative à la distanc
uniforme, carAw n’est pas un opérateur borné deH(H0(G)) dansH(H0(G)), mais deH(H0(G)) dansC([0,1] ×
[0,1],G).

Remarque 2.Nous n’avons obtenu que l’inégalité de Hamilton–Jacobi par le manque de la compacité loca
l’espace de Wiener, l’égalité est obtenue par Gentil [13], carQt préserve la classe des fonctions cylindriques dan
cas.

Remarque 3.Hino et Ramirez [15] a prouvé aussi un théorème de Rademacher en utilisant la méthode de [1
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