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Résumé

On a découvert le flux des équations des ondes longues à la surface de l’eau, se propageant dans chacune des dire
téristiques de l’équation des cordes vibrantes, première approximation, approché par les solutions de l’équation de Ko
Vries. Dans l’écoulement tridimensionnel, le phénomène est de même ordre pour l’équation de Kadomtsev–Petviashvili.Pour citer
cet article : T. Kano, T. Nishida, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 341 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

A new discovery of Korteweg–de Vries and Kadomtsev–Petviashvili equation. We show that the flux of long waves of wat
surface, propagating in each characteristic direction of the equations for a vibrating string, to a first approximation, are clo
solutions of the Korteweg–de Vries equation. In a three dimensional flow, the phenomenon is of the same order as the Ka
Petviashvili equation.To cite this article: T. Kano, T. Nishida, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 341 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

On sait maintenant que des ondes solitaires découvertes par John Scott Russell en 1834 [10] et des ond
à la surface de l’eau de Korteweg–de Vries sont caractérisées [7,12] (voir aussi [11]) par :

(∗) le carré du rapport de la profondeur de l’eau à la longeur des ondes et le rapport de l’amplitude des o
la profondeur de l’eau sont de même ordre comme infinitésimaux lorsque la longeur des ondes tend vers
l’amplitude tend vers zéro.

L’équation des cordes vibrantes étant la première approximation pour des ondes longues à la surface
nous avons montré effectivement [7] que les ondes longues se propageant dans une direction caractéristiqu
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équation sont approchées par les solutions de l’équation de Korteweg–de Vries [8] (l’équation de KdV, c
Mais pour les ondes se propageant dans la direction d’une autre caractéristique, l’approximation était moin
l’équation approchée ayant un second membre.

Dans cette Note, on donne deux équations de KdV approchant des ondes longues à la surface de l’eau se
dans la direction de chaque caractéristique de l’équation des cordes vibrantes, la première approximation.

2. Les équations du problème

Les ondes à la surface de l’eau sont régies par les équations suivantes pour le potentiel de vitessesΦ, gradΦ =
(u, v,w), (u, v,w) étant le champ de vecteurs vitesses,Γ la fonction de profile des ondes etg la pesanteur :

Φxx + Φyy + Φzz = 0, (x, y, z) ∈ Ωt = {
(x, y, z): (x, y) ∈ R

2, 0< z < Γ (t, x, y), t > 0
}
, (1)

Φz = 0, z = 0, (2)

Φt + 1

2
(Φ2

x + Φ2
y + Φ2

z ) + gz = 0, (x, y) ∈ R
2, z = Γ (t, x, y), (3)

Γt + ΓxΦx + ΓyΦy − Φz = 0, (x, y) ∈ R
2, z = Γ (t, x, y), (4)

avec données de Cauchy :

Φ(0, x, y, z) = Φ0(x, y, z): harmonique, Γ (0, x, y) = Γ0(x, y) > 0. (5)

Pour les ondes en écoulement bidimensionnel, le changement de variables suivant définit les variables sans
avec le signe prime :

(t, x, y) =
(

λ

c
t ′, λx′, hy′

)
, (Γ,Φ) = (hΓ ′, cλΦ ′), (#)

où h est la profondeur de l’eau au repos etλ : la longeur des ondes,c = la racine carrée degh, la vitesse du son
D’après (#), le système d’équations sans dimension pour les ondes longues caracterisées par(∗) en haut, pour le
potentielφ et la fonction de profile des ondesγ définies par :

Φ = −t + δ2φ, Γ = 1+ δ2γ, (6)

on supprime le signe prime des variables, avecδ = h/λ :

δ2φxx + φyy = 0, (x, y) ∈ Ωt = {
(x, y): x ∈ R

1, 0< y < 1+ δ2γ (t, x), t > 0
}
, (7)

φy = 0, x ∈ R
1, y = 0, (8)(

φt + 1

2
δ2φ2

x + y

)
+ 1

2
φ2

y = 0, x ∈ R
1, y = 1+ δ2γ (t, x), (9)

γt + δ2γxφx − 1

δ2
φy = 0, x ∈ R

1, y = 1+ δ2γ (t, x). (10)

Ce sont des ondes petites, mais finies.

3. Théorie proposée

Notre théorie développée dans [6,7] dépendait de deux propriétés :
(i) Le théorème d’existence de solutions analytiques (pour un temps fini) ; le problème de Cauchy (1)–(5)

résolu pour [5,2] dans l’échelle d’espaces de Banach de fonctions analytiques [9] :

S =
⋃
ρ>0

Xρ, Xρ : l’espaces de Banach muni de norme‖u‖ρ ;

et nous nous considérons l’ordre par rapport au paramètreδ au sens de cette norme.
(ii) Les solutions dépendent d’une manière indéfiniment différentiable par rapport àδ.
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Nous savons donc que le développement asymptotique par rapport à ce paramètreδ des ondes à la surface de l’ea
donné par Friedrichs en 1948 [1], est mathématiquement justifié au moins pour les solutions analytiques. No
en effet pourφ etγ les développements asymptotiques suivants [7,4] :

ut + γx + δ2uux − δ4uxuxx − δ6
(

γ u2
x + 1

3
uxuxxx

)
x

= O(δ8), u = φx(t, x,1+ δ2γ ), (11)

γt + ux + δ2
(

(γ u)x + 1

3
uxxx

)
+ δ4

(
(γ ux)xx + 2

15
uxxxxx

)
+ δ6

(
(γ 2ux)xx + 1

3
γxxxxux + 4

3
γxxxuxx

+ 7

3
γxxuxxx + 2γxuxxxx + 2

3
γ uxxxxx + 17

315
uxxxxxxx

)
= O(δ8), (12)

On voit donc immédiatement que l’équation des cordes vibrantes,

ūt + γ̄x = 0, γ̄t + ūx = 0, (13)

donne la première approximation à l’ordreδ2.
Maintenant, définissonsp etq par :

p = u + δ2
(

D(γu) + B

3
uxx

)
, q = γ, (14)

avec 1− 4D = 0 etB = 1/2, etf etg par 2f = q + p, 2g = q − p.
Alors on voit quef etg, respectivement, satisfont aux équations :

ft + fx + δ2

2

(
3ffx + 1

3
fxxx

)
= O(δ4), gt − gx − δ2

2

(
3ggx + 1

3
gxxx

)
= O(δ4). (15)

On voit en effet que des ondes longuesf etg, avec conditions initiales telles que

f (0) = O(1), g(0) = O(δ2), (16)

par rapport àδ et se propageant dans la direction de chaque caractéristique de la premère équation appro
sont approchée, à l’erreur d’ordre deδ4, par les solutions de l’équation de KdV :

Ft + Fx + δ2

2

(
3FFx + 1

3
Fxxx

)
= 0, Gt − Gx − δ2

2

(
3GGx + 1

3
Gxxx

)
= 0, (17)

respectivement, compte tenu du fait queg(t) est d’ordre deδ2 pourt > 0, d’après la dépendence continue des solut
pour (15) par rapport aux données initiales et au second membre.

Les approximations d’ordre supérieur seront établies dans un article en préparation, Hashimoto et Kano
équations de Korteweg–de Vries d’ordre supérieur approchant des ondes longues à la surface de l’eau en é
bidimensionnel.

4. Équations de Kadomtsev–Petviashvili

En reprenant exactement le même ordre d’idées que ci-dessus pour l’équation de KdV, dans cette section
les équations de Kadomtsev–Petviashvili approchant les ondes longues en écoulement tridimensionnel se p
dans les directions des deux caractéristiques de l’équation linéaire des ondes qui est la première appro
supprimant ainsi les mêmes défauts dans [3] que les nôtres pour l’équation de KdV cidessus.

En écoulement tridimensionnel, on reprend les équations (1)–(5). Ce problème de Cauchy a été résolu
échelle d’espaces de Banach de fonctions analytiques, voir [2]. Considérons maintenant le changement de
pour obtenir les équations sans dimension :

(t, x, y, z) =
(

λ

c
t ′, λx′,Ly′, hz′

)
, (Φ,Γ ) = (cλΦ ′, hΓ ′), (18)

introduisons les paramètresδ = h/λ = λ/L, ε = α/h, α : l’amplitude des ondes,L : la longeur d’ondes dans
direction de l’axey, les autres étant les mêmes que ci-dessus. D’après (18) avec la condition « simplifiée » queδ2 = ε,
on obtient les équations sans dimension d’ondes longues pourφ etγ définies par :

Φ = −t + δ2φ, Γ = 1+ δ2γ, (19)
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φt + 1

2
(δ2φ2

x + δ4φ2
y + φ2

z ) + γ = 0, (x, y) ∈ R
2, z = 1+ δ2γ (t, x, y), (20)

γt + δ2γxφx + δ4γyφy − 1

δ2
φz = 0, (x, y) ∈ R

2, z = 1+ δ2γ (t, x, y). (21)

Or, nous avons, voir [2,3], l’expression des dérivées normales du potentielφ à partir des valeurs des dérivées tang
tielles sur la surface de l’eau comme développement asymptotique par rapport au paramètreδ :

φ̄z = −δ2φ̄xx − δ4
(

γ φ̄xx + 1

3
φ̄xxxx + φ̄yy

)
+ O(δ6), où φ̄z = φz

(
t, x, y,1+ δ2γ (t, x, y)

)
,etc. (22)

Posons maintenant :

P = u + δ2
(

D(γu) + B

3
uxx

)
+ δ2M

x∫
φ̄yy dx, Q = γ, avecu = φ̄x, ν = φ̄y . (23)

On obtient alors, pourf , g définies par 2f = Q + P , 2g = Q − P , les deux équations suivantes :

(
ft + fx + δ2

2

(
3ffx + 1

3
fxxx

)
+ δ2

2

x∫
fyy dx

)
= O(δ4), (24)

(
gt − gx − δ2

2

(
3ggx + 1

3
gxxx

)
− δ2

2

x∫
gyy dx

)
= O(δ4), (25)

avec 4D − 1= 0 etB = M = 1/2 avec les conditions telles que (16). Les fonctioonsf etg sont approchées respec
vement par les solutions des équations de Kadomtsev–Petviashvili suivantes, comme on a montré dans [3](

Ft + Fx + δ2

2

(
3FFx + 1

3
Fxxx

))
x

+ δ2

2
Fyy = 0, (26)

(
Gt − Gx − δ2

2

(
3GGx + 1

3
Gxxx

))
x

− δ2

2
Gyy = 0. (27)
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