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Abstract

We study the relative modular classes of Lie algebroids, and we determine their relationship with the modular class
algebroids with a twisted Poisson structure.To cite this article: Y. Kosmann-Schwarzbach, A. Weinstein, C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. I 341 (2005).
 2005 Académie des sciences. Published by Elsevier SAS. All rights reserved.

Résumé

Classes modulaires relatives des algébroïdes de Lie.Nous étudions les classes modulaires relatives des algébroïdes de
nous déterminons leur relation avec les classes modulaires des algébroïdes de Lie avec structure de Poisson tordue.Pour citer cet
article : Y. Kosmann-Schwarzbach, A. Weinstein, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 341 (2005).
 2005 Académie des sciences. Published by Elsevier SAS. All rights reserved.

Version française abrégée

Dans l’étude des structures de Poisson sur les variétés, Koszul a introduit un champ de vecteurs dont la diff
dans la cohomologie de Lichnerowicz–Poisson est nulle [8]. Dans [13], il est montré que le flot d’un tel ch
vecteurs est une limite classique du groupe d’automorphismes modulaires d’une algèbre de von Neumann, e
de cohomologie ainsi définie est nommée laclasse modulaire de la variété de Poisson. Il y est aussi indiqué que cet
notion se généralise lorsque le fibré tangent à la variété est remplacé par une algébroïde de Lie arbitraire.
de classe caractéristique d’une algébroïde de Lie munie d’une représentation dans un fibré en droitesest définie
dans [2]. Laclasse modulaire d’une algébroïde de Lie, A, de baseM et d’ancreρA, est ensuite définie comme
classe caractéristique deA pour la représentation définie par (6) avecE = A, F = T M , ϕ = ρA. La classe modulair
d’une variété de Poisson en est un cas particulier lorsque l’algébroïde de Lie considérée est le fibré cotang
variété muni du crochet de Lie des sections défini par le bivecteur de Poisson. Plus précisément, la classe
du fibré cotangent est le double de la classe modulaire de la variété de Poisson. Ce facteur 2 s’explique p
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que, dans le cas général, on doit considérer un fibré en droites qui, dans le cas particulier, est le carré de∧topT ∗M . Le
facteur 2 se retrouve dans les généralisations décrites ci-dessous.

Le problème de la généralisation au cas où la structure de Poisson d’une variété est tordue par une 3-form
situation étudiée dans [11], a été résolu dans [7], où une définition de laclasse modulaire d’une algébroïde de LieA

munie d’une structure de Poisson tordueest proposée, le cas des variétés de Poisson tordues étant celui oùA est le fibré
tangent à une variété. Cette définition générale étend la caractérisation donnée dans [6] (voir aussi [14]) : l
intérieur par un champ modulaire est la différence de deux générateurs de carré nul de l’algèbre de Gerste
l’algébroïde de LieA∗.

Dans cette Note, nous étudions d’abord la notion declasse modulaire relative, définie par la donnée d’un mo
phisme d’algébroïdes de Lie, notion introduite dans [4] sous le nom declasse modulaire d’un morphisme d’alg
broïdes de Lie. Nous montrons ensuite que la classe modulaire définie dans [7] est la classe modulaire relative
au morphismeπ� :A∗ → A, défini par la donnée d’une sectionπ de∧2A. Ici A est une algébroïde de Lie munie
bivecteurπ et d’une sectionψ de∧3(A∗) telle quedAψ = 0, et satisfaisant la relation (10) ; l’espace des section
fibré vectoriel dualA∗ est muni du crochet de Lie associé à la donnée deπ etψ . Ce crochet, noté[ , ]π,ψ , généralisan
le crochet de Lie des 1-formes sur une variété de Poisson, a été défini dans [11] lorsqueA est le fibré tangent à un
variété de Poisson tordue, et étendu au cas général dans [10]. La classe modulaire relative est une classe d
logie de l’algébroïde de LieA∗, dont la différentielle est notéedπ,ψ . (Pour une algébroïde de LieE, munie du croche
des sections noté en général[ , ]E , on désigne en général pardE :Γ (∧•(E∗)) → Γ (∧•+1(E∗)) la différentielle de la
cohomologie d’algébroïde de Lie deE.)

Nous rappelons d’abord (Section 2) la définition de la classe modulaire d’une algébroïde de LieE. L’Éq. (1) définit
une sectionξE du fibré vectoriel dualE∗ qui est fermée pour la différentielledE et qui définit par conséquent un
classe de cohomologie de degré 1 deE, notée ModE. Nous donnons en exemplesE = T M (la classe est nulle
E = T ∗M pour une variété de Poisson(M,π), et le cas des algèbres de Lie considérées comme algébroïdes
de base un point (la classe est le caractère modulaire infinitésimal). La théorie des classes modulaires des a
Lie–Rinehart est développée dans [5].

Dans la Section 3, nous définissons la classe modulaire relative d’un couple d’algébroïdes de Lie(E,F ) définie
par un morphismeϕ de E dansF . Puis, nous démontrons le Théorème 3.3, résultat général qui sera utilis
l’application au cas des structures de Poisson tordues : la classe modulaire Modϕ(E,F ) est la classe caractéristique,
sens de [2], deE pour la représentationDϕ , définie par l’Éq. (6), deE dans le fibré vectorielLE,F = ∧topE ⊗∧topF ∗.
La démonstration utilise le Lemme 3.2 qui étend, du calcul tensoriel sur les variétés au cas d’une algébroïd
quelconqueE, la propriété de commutation de la dérivation de Lie des sections de∧•(E ⊕ E∗) avec les contractions

Dans la Section 4, on considère une algébroïde de LieA, munie d’une structure de Poisson tordue. Dans [7],
montré que dans le cas particulier oùA = T M , la classe modulaire du fibré cotangent deA est égale au double de
classe modulaire de(T M,π,ψ) et l’on a remarqué que ce résultat ne s’étend pas au cas général. Au Théorè
nous établissons la relation entre la classe relative du couple d’algébroïdes de Lie(A∗,A) définie par le morphism
π� et la classe modulaire de(A,π,ψ) : la première est le double de la seconde. Dans le cas particulier oùA = T M ,
la classe relative se réduit à la classe modulaire deT ∗M et l’on retrouve (Corollaire 4.2) le résultat de [7].

Le cas des algèbres de Lie est abordé à la Section 5. Lorsqueh est une sous-algèbre de Lie d’une algèbre de Lg,
la classe modulaire de(h,g) est l’obstruction à l’existence d’une mesureG-invariante sur l’epsace homogèneG/H ,
H etG étant des groupes de Lie connexes d’algèbres de Lieh etg.

1. Introduction

A modular class for a Lie algebroid with a twisted Poisson structure(A,π,ψ) was introduced in [7]. In this Note
we determine the relation between the modular class of the Lie algebroidA∗ and this newly-defined class. The vec
bundleA∗ becomes a Lie algebroid when equipped with the bracket[ , ]π,ψ on sections (defined in [11] and [10]) an
the anchorρA ◦ π�, whereρA is the anchor ofA andπ� :A∗ → A is the bundle map associated toπ ∈ Γ (∧2A). To
this end, we investigaterelative modular classes, which were first considered in [4], where they were calledmodular
classes of Lie algebroid morphisms. We show that the relative modular class of(A∗,A) defined by the morphismπ�

is equal to twice the class defined in [7] (Theorem 4.1). Since the relative modular class of a pair of Lie alg
(E,F ) defined by a morphismϕ :E → F is the difference of the modular class ofE and the image under the du
ϕ∗ of ϕ of the modular class ofF , it reduces to the modular class ofE whenF = T M . So Theorem 4.1 extends th
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well-known fact [2,13] that, for a Poisson manifold(M,π), the modular class of the Lie algebroidT ∗M is twice the
modular class of the Poisson manifold. To prove Theorem 4.1, we apply Theorem 3.3, which states that the
modular class of the pair(E,F ) defined byϕ is a characteristic class, in the sense of [2], ofE equipped with the
representation defined by (6).

2. The modular class of a Lie algebroid

Themodular classModE of a Lie algebroid(E,ρE), with baseM , was defined by Evens, Lu and Weinstein in [
It is the class of a sectionξE of E∗ which satisfies, for allx ∈ Γ E,

〈ξE, x〉ω ⊗ λ = [x,ω]E ⊗ λ + ω ⊗LρExλ, (1)

whereω (resp.,λ) is a nowhere-vanishing section of∧topE (resp.,∧topT ∗M). Since the definition ofξE is insensitive
to changes in the sign ofω andλ, we may use densities rather than forms ifE or T ∗M is non-orientable. The sectio
ξE is called amodular sectionof E. It is a 1-cocycle in the Lie algebroid cohomology ofE and its class, ModE, is
independent of the choice ofω andλ. We list various examples.

(i) Let M be a manifold andE = T M , with anchor the identity ofT M . Then Mod(T M) = 0.
(ii) Let (M,π) be a Poisson manifold andE = T ∗M with anchorπ� and Lie bracket[ , ]π . Then the class o

Mod(T ∗M) is twice the modular class of(M,π), as defined in [13], following the earlier definition of th
modular vector field, without a name, in [8], and its use in [1,3] and [9].

(iii) If g is a Lie algebra, both the modular class ofg considered as a Lie algebroid with base a point and the mo
class of the linear Poisson manifoldg∗ are equal to theinfinitesimal modular characterχg of g, which is the
linear formx 
→ Tr(adg

x ) ong.

3. Relative modular classes

Let (E,ρE) and (F,ρF ) be Lie algebroids with baseM . We recall that a vector bundle morphismϕ :E → F

is a Lie algebroid morphism (over the identity onM) if and only if ∧•ϕ∗ is a chain map from(Γ (∧•(F ∗), dF ) to
(Γ (∧•(E∗), dE).

Definition 3.1.For a Lie algebroid morphismϕ :E → F , we set

Modϕ(E,F ) = ModE − ϕ∗ ModF, (2)

and we call Modϕ(E,F ) therelative modular classof (E,F ) defined byϕ.

For Lie algebroidsA,B,C and morphismsϕ :A → B andψ :B → C, we obtain

Modψ◦ϕ(A,C) = Modϕ(A,B) + ϕ∗ Modψ(B,C). (3)

It is clear from the definition that

ModρE (E,T M) = ModE, (4)

so the ‘absolute’ modular class is a special case of the relative class.
This statement was a theorem in [4], where the relative class was defined in terms of divergence operators

the use of the absolute class. The proof of that theorem is related to the following argument, in which we show
that the relative modular class Modϕ(E,F ) is the characteristic class ofE associated with a representation, a not
defined in [2].

We shall first prove a lemma. LetE be a Lie algebroid and letx be a section ofΓ E. On the one hand, th
Lie derivative with respect tox of a form α ∈ Γ (∧•E∗) is LE

x α = [ix, dE]α, andLE
x is a degree 0 derivation o

Γ (∧•E∗). On the other hand, the mapQ 
→ [x,Q]E from Γ (∧•E) to Γ (∧•E) is a degree 0 derivation ofΓ (∧•E).
If f ∈ C∞(M) is considered as a 0-form or a 0-vector, thenLE

x f = 〈dEf,x〉 = ρE(x) · f = [x,f ]E . Therefore these
operations extend to a unique derivation ofΓ (∧•(E ⊕ E∗)), which we also denote byLE

x .
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Lemma 3.2.For x ∈ Γ E andα ∈ Γ (∧•E∗), the endomorphismsLE
x , iα andiLE

x α of Γ (∧•E) satisfy
[
LE

x , iα
] = iLE

x α. (5)

Proof. If α is a 0-form, the relation follows from the Leibniz rule for[ , ]E . Next, letα be a 1-form. Since th
derivation [LE

x , iα] − iLE
x α vanishes on elements of degree 0, it is enough to prove that it vanishes on el

of degree 1. Lety be a section ofE, then[LE
x , iα](y) = ρE(x) · 〈α,y〉 − 〈α, [x, y]E〉, while iLE

x αy = 〈LE
x α, y〉 =

ρE(y) · 〈α,x〉 + (dEα)(x, y). By the definition ofdE the difference[LE
x , iα] − iLE

x α vanishes ony. To extend the
formula to forms of arbitrary degree, we use induction on the degree, taking into account thatiα∧α1 = iα ◦ iα1 for
formsα andα1 and thatLE

x is a degree 0 derivation ofΓ (∧•E∗). �
Theorem 3.3.Let ϕ :E → F be a Lie algebroid morphism. SetLE,F = ∧topE ⊗ ∧topF ∗, and letω ⊗ ν ∈ Γ (LE,F ).
For x ∈ Γ E, set

Dϕ
x (ω ⊗ ν) = LE

x ω ⊗ ν + ω ⊗LF
ϕxν. (6)

(i) The mapx 
→ D
ϕ
x is a representation ofE onLE,F .

(ii) The relative modular classModϕ(E,F ) is the characteristic class of the Lie algebroidE with representationDϕ .

Proof. (i) We must prove that

(a)Dϕ
f x = f Dϕ

x , (b) Dϕ
x

(
f (ω ⊗ ν)

) = f Dϕ
x (ω ⊗ ν) + (

ρE(x) · f )
ω ⊗ ν, and (c)Dϕ

[x,y]E = [Dϕ
x ,Dϕ

y ],
for all f ∈ C∞(M), x andy ∈ Γ E. In fact, since[f, ·]E and idEf are derivations ofΓ (∧•E) of degree−1 which
coincide on elements of degree 0 or 1, and are therefore equal,[f x,ω]E − f [x,ω]E = [f,ω]E ∧ x = idEf ω ∧ x =
(ρE(x) · f )ω. In addition,dF if ϕxν − f dF iϕxν = dF f ∧ iϕxν = 〈ϕx,dF f 〉ν = (ρE(x) · f )ν, sinceρF ◦ ϕ = ρE .
Now (a) follows from these equalities. Relation (b) is clear, and (c) follows from the morphism property ofϕ.

(ii) We shall use relation (1) forξE and ξF , and Lemma 3.2. Letµ ∈ Γ (∧topT ∗M) be a volume form onM ,
ω ∈ Γ (∧topE), and�ω ∈ Γ (∧topF), both nowhere-vanishing. ThusξE satisfies, for allx ∈ Γ E,

〈ξE, x〉ω ⊗ µ = LE
x ω ⊗ µ + ω ⊗LρExµ, (7)

while ξF satisfies, for allx ∈ Γ E,

〈ϕ∗ξF , x〉�ω ⊗ µ = LF
ϕx�ω ⊗ µ + �ω ⊗LρF (ϕx)µ. (8)

Let ν be the section of∧topF ∗ such that〈�ω,ν〉 = 1. By Lemma 3.2,〈LF
ϕx�ω,ν〉 + 〈�ω,LF

ϕxν〉 = 0. Setting
η = ξE − ϕ∗ξF , we obtain, for allx ∈ Γ E,

〈η,x〉ω ⊗ ν = LE
x ω ⊗ ν + ω ⊗LF

ϕxν. (9)

Therefore, the sectionη of E∗ is a representative of the class Modϕ(E,F ). �
4. The case of Lie algebroids with twisted Poisson structures

A Lie algebroidA equipped with a bivectorπ ∈ Γ (∧2A) and adA-closed 3-formψ ∈ Γ (∧3A∗) satisfying

1

2
[π,π]A = (∧3π�)ψ, (10)

is called aLie algebroid with a twisted Poisson structure[7]. The vector bundleA∗ is then a Lie algebroid with ancho
π� and Lie bracket of sections[ , ]A∗ = [ , ]π,ψ , as in [11]. Such structures on general Lie algebroids were
studied in [10]. The untwisted case,ψ = 0, is that of Poisson structures on Lie algebroids; the pair(A,A∗) is then a
Lie bialgebroid, which is calledtriangular.

If A = T M , then(M,π,ψ) is called atwisted Poisson manifold, for which see [11]. The case whenA = T M and
ψ = 0 is that of Poisson manifolds.

When (A,π,ψ) is a Lie algebroid with a twisted Poisson structure, we may compare two cohomology c
of A∗: the modular class Mod(A∗) and the modular class defined in [7] which we shall denote byθKL(A,π,ψ), and
whose definition we shall recall in the proof of the following theorem.
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Theorem 4.1.The cohomology classesMod(A∗) andθKL(A,π,ψ) are related by

2θKL(A,π,ψ) = Modπ�

(A∗,A) = Mod(A∗) − (π�)∗(ModA). (11)

Proof. Let λ be a nowhere-vanishing section of∧topA∗. By Theorem 3.3, a representativeW ∈ Γ A of the relative
modular class Modπ

�
(A∗,A) satisfies, for allα ∈ Γ A∗,

〈α,W 〉λ ⊗ λ = [α,λ]π,ψ ⊗ λ + λ ⊗LA
π�α

λ. (12)

Adopting the notations of [7], we set∂π = [dA, iπ ] andYπ,ψ = π�iπψ , and we consider the generator∂ = ∂π +
∂π,ψ + iYπ,ψ of [ , ]π,ψ , which is of square 0. (Here∂π,ψ is an operator on forms, which vanishes on functions
1-forms.) Sinceλ is of top degree,∂ satisfies the relation[α,λ]π,ψ = (∂α)λ − α ∧ ∂λ for all α ∈ Γ (A∗).

The classθKL(A,π,φ) is represented by the modular sectionZπ,ψ,λ = Xπ,λ +Yπ,ψ , whereXπ,λ satisfiesLA
π�α

λ =
〈α,Xπ,λ〉λ − (∂πα)λ, andZπ,ψ,λ satisfies∂λ = −iZπ,ψ,λλ (see (6.8) in [7]). Therefore〈α,W 〉λ ⊗ λ = (∂α)λ ⊗ λ +
(α ∧ iZπ,ψ,λλ) ⊗ λ + 〈α,Xπ,λ〉λ ⊗ λ − (∂πα)λ ⊗ λ. Since∂α − ∂πα = 〈α,Yπ,ψ 〉, we obtain

〈α,W 〉λ ⊗ λ = 〈α,Yπ,ψ 〉λ ⊗ λ + 〈α,Zπ,ψ,λ〉λ ⊗ λ + 〈α,Xπ,λ〉λ ⊗ λ,

whenceW = 2Zπ,ψ,λ. �
It was proved in [7] thatθKL(A,π,ψ) is the characteristic class of the Lie algebroidA∗ with representationD∂ in

∧top(A∗), whereD∂
αλ = −α ∧ ∂λ. It is easy to show thatDπ�

(λ ⊗ λ) = D∂λ ⊗ λ + λ ⊗ D∂λ, i.e.,Dπ�
is the ‘square’

of D∂ . This remark leads to an alternate proof of Theorem 4.1.
Define themodular class of a twisted Poisson manifold(M,π,ψ) to beθKL(T M,π,ψ). Applying Theorem 4.1

to A = T M we recover the following result of [7].

Corollary 4.2. Let (M,π,ψ) be a twisted Poisson manifold. Then2θKL(T M,π,ψ) = Mod(T ∗M).

When bothA = T M andψ = 0, the classθKL(T M,π,ψ) reduces to the modular class of the Poisson man
(M,π). Thus, this corollary generalizes to the twisted case the property of the modular class of a Poisson m
that we recalled in Section 2.

5. The case of Lie algebras

If a and b are Lie algebras, they can be considered as Lie algebroids with base a point. Thus, ifϕ :a → b is
a homomorphism of Lie algebras, Modϕ(a,b) is a class in the Lie algebroid cohomology ofa of degree 1, i.e., a
1-cocycle ina∗.

Whenh is a Lie subalgebra ofg andϕ is the canonical injectionι, then Modι(h,g) = χh − ι∗(χg). WhenH is
a connected closed Lie subgroup with Lie algebrah of a connected Lie groupG with Lie algebrag, the vanishing
of the relative modular class Modι(h,g) is necessary and sufficient for the existence of aG-invariant measure o
the homogeneous spaceG/H . This follows from the fact, proved in [12], that there exists aG-invariant measure o
G/H if and only if �H − ι∗�G = 0, where�G (resp.,�H ) is the modular function ofG (resp.,H ), and the relation
Det(AdG

exptx) = exp(tχg(x)).
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