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Résumé

On démontre que la dimension de Hochschild des algèbresN-graduées connexes sur un corps commutatif est égale à la dime
projective du module trivial, et aussi à la dimension globale. Le fait que la dimension projective du module trivial coïncide
dimension globale est bien connu et fondamental dans la théorie, mais la preuve donnée ici consistant à passer aux bim
le résultat plus naturel.Pour citer cet article : R. Berger, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 341 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Hochschild dimension for graded algebras.It is a basic fact that the global dimension of a connectedN-graded algebra
coincides with the projective dimension of the trivial module. This result is recovered by proving that the Hochschild dim
is equal to the projective dimension of the trivial module. Thus the result becomes more natural with bimodules entering
picture.To cite this article: R. Berger, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 341 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

La géométrie projective non commutative a donné une nouvelle impulsion à l’étude des algèbres graduée
de nouvelles classes d’algèbres graduées sont apparues : algèbres AS-régulières [1,2], algèbres de Sklyanin
gèbresN -Koszul homogènes [3,4,6]. Les algèbres de Sklyanin ont été aussi interprétées comme des 3-sphèr
métrie différentielle non commutative [12,13]. D’autre part, les algèbres liées à l’équation de Yang–Mills ont fo
nouveaux exemples d’algèbresN -Koszul homogènes [10,11]. Des versions filtrées des algèbres graduées cons
sont maintenant envisagées, puisqu’une version non homogène de la propriétéN -Koszul vient d’être proposée grâ
à un théorème PBW [5,14], incluant en particulier une généralisation des algèbres de réflexions symplectiqu

2. Rappels sur les algèbresN-graduées connexes [7,8,15]

Dans tout cet article,k est un corps commutatif etA est unek-algèbre associative unifèreN-graduéeconnexe. La
graduation deA est notéeAn, n � 0. Dire queA est connexe signifie queA0 = k. La projection naturelleA → k fait
dek unA-module à gauche (respectivement à droite) qui sera parfois notéAk (respectivementkA).

Adresse e-mail :Roland.Berger@univ-st-etienne.fr (R. Berger).
1631-073X/$ – see front matter 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2005.09.039
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On noteraA-grMod la catégorie desA-modules à gaucheM qui sontZ-gradués. Les morphismes de cette catég
sont les applicationsA-linéaires graduéeshomogènes de degré0. La graduation deM sera notéeMn,n ∈ Z. Pour tout
l ∈ Z, le décalageM(l) deM est le moduleM gradué parM(l)n = Mn+l . Un module graduéM est ditlibre-gradués’il
a une base formé d’éléments homogènes ou, de facon équivalente, s’il est isomorphe à une somme directe

⊕
i∈I A(li).

LesA-modules libres-gradués sont exactement lesA ⊗k E, oùE décrit les objets dek-grMod.
On souhaite approcher les objets deA-grMod par les projectifs de cette catégorie. Notons que siP est un objet de

A-grMod,P est projectif dansA-grMod si et seulement siP est projectif dansA-Mod. La meilleure approximatio
sera réalisée par les morphismes surjectifsessentiels.

Définition 2.1.

(1) Soit f :M → M ′ un morphisme deA-grMod, surjectif. On dit quef estessentielsi la restriction def à un
sous-objet strict deM n’est jamais surjective.

(2) SoitM un objet deA-grMod. Unecouverture projectivedeM est un couple(P,f ) pour lequelP est un objet
projectif deA-grMod etf :P → M est un morphisme surjectif essentiel.

Si elle existe, une couverture projective est unique à isomorphisme près. Le premier résultat de la théorie e
tence des couvertures projectives pour les modules bornés inférieurement. Un moduleM est ditborné inférieuremen
s’il existen ∈ Z vérifiantMm = 0 dès quem < n.

Théorème 2.2.SoitM un objet deA-grMod, borné inférieurement. AlorsM possède une couverture projective. To
couverture projective(P,f ) deM est telle queP est libre-gradué et borné inférieurement.

Proposition 2.3. SoientM , P des objets deA-grMod, P projectif, P et M bornés inférieurement. Soitf :P → M

un morphisme deA-grMod, surjectif. Alorsf est une couverture projective si et seulement siker(f ) ⊆ I.P , où l’on
a poséI = ⊕

n�1 An.

Soit M un objet deA-grMod,borné inférieurement. D’après le Théorème 2.2,M a une résolution projective dan
A-grMod

· · · −→ Pi
di−→ Pi−1 −→ · · · −→ P1

d1−→ P0
d0−→ M −→ 0, (1)

qui estminimale, c’est-à-dire que chaque morphisme surjectifPi → im(di) est essentiel. Nous noterons parP (ou
P → M) la résolution (1). Toute résolution projective minimale deM est isomorphe àP , et toute résolution projectiv
deM dansA-grMod contient une copie deP comme facteur direct. De la Proposition 2.3, on tire :

Proposition 2.4. Soit M dansA-grMod borné inférieurement. SoitP → M une résolution projective deM dans
A-grMod, formée de modules bornés inférieurement. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) P est minimale,
(ii) im(di+1) ⊆ I.Pi pour touti � 0 (oùdi+1 :Pi+1 → Pi désigne la différentielle deP),

(iii) le complexek ⊗A P est à différentielle nulle.

SiP est minimale, alors d’après (iii), l’espace vectoriel gradué TorA
i (k,M) est isomorphe àk⊗A Pi , et leA-module

graduéPi est isomorphe àA ⊗k (TorAi (k,M)).

3. Dimension projective et dimension globale

Soit M un objet deA-grMod. Ladimension projective pd(M) deM est, par définition, l’entiern (s’il existe) tel
queM admette une résolution projective deA-Mod de longueurn, mais aucune de longueurn − 1. Si M n’a pas
de résolution projective de longueur finie, on posepd(M) = ∞. On définitgr.pd(M) de manière analogue, mais
imposant aux résolutions projectives d’être dansA-grMod. On apd(M) � gr.pd(M).
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Lemme 3.1.SoitM un objet deA-grMod, borné inférieurement, et soitn un entier naturel. Les assertions suivan
sont équivalentes.

(i) gr.pd(M) � n,
(ii) pd(M) � n,

(iii) TorA
n+1(k,M) = 0.

Les implications (i)⇒ (ii) et (ii) ⇒ (iii) sont claires (même siM n’est pas borné inférieurement). Supposons (
Soit P une résolution projective minimale deM dansA-grMod. D’après la Proposition 2.4, on aPn+1 = 0. Donc
Pi = 0 pour touti � n + 1, d’où (i). On en déduit :

Proposition 3.2. SoitM un objet deA-grMod, borné inférieurement. On a

pd(M) = gr.pd(M) = sup
{
i ∈ N ∪ {∞};TorAi (k,M) 	= 0

}
,

où on a poséTorA∞(k,M) = 0. En particulier, pd(M) est la longueur(peut-être infinie) d’une résolution projective
minimale deM .

Par définition, la dimension globale gauche de l’anneauA est

l.gl.dim(A) = sup
{
pd(M); M ∈ A-Mod

} ∈ N ∪ {∞}.
Quand on impose àM d’être dansA-grMod, cette quantité est notéegr.l.gl.dim(A). On définit égalementr.gl.dim(A)

et gr.r.gl.dim(A). On apd(Ak) � gr.l.gl.dim(A) � l.gl.dim(A).

Théorème 3.3.On a l.gl.dim(A) = r.gl.dim(A) = pd(Ak) = pd(kA).

Nous allons démontrer ce théorème en passant aux bimodules (voir section suivante). Noter qu’il im
gr.l.gl.dim(A) = l.gl.dim(A), idem à droite.

4. Dimension de Hochschild

On noteAop la k-algèbreopposéeàA. L’algèbreAe = A⊗k Aop est unek-algèbreN-graduée connexe. ToutA-A-
bimoduleM peut être vu naturellement comme unAe-module à gauche, et on apd(AMA) = pd(AeM). LorsqueM est
gradué borné inférieurement, ces quantités sont égales aux gr.pd correspondants d’après la Proposition 3.
le « pd lemma » [19], on a

pd(AAA) = sup
{
i ∈ N ∪ {∞}; il existe un bimoduleM tel que ExtiAe (A,M) 	= 0

}
,

avec la convention Ext∞
Ae(A,M) = 0.

Définition 4.1. pd(AAA) s’appelle la dimension de Hochschild deA.

Cette terminologie vient du fait que Exti
Ae (A,M) s’identifie aui-ième espace decohomologie de HochschilddeA

à coefficients dansM . Elle a encore un sens siA n’est pas graduée. On a le résultat classique suivant (Propositio
Chapitre IX dans [9]).

Proposition 4.2.Pour toutek-algèbre associative unifèreA, la dimension globale gauche ou droite deA est� à la
dimension de Hochschild deA.

On est maintenant en mesure de prouver le Théorème 3.3. La suite d’inégalités

pd(Ak) � l.gl.dim(A) � pd(AAA),

montre qu’il suffit d’avoirpd(AAA) = pd(Ak) pour conclure (par symétrie, on aurapd(AAA) = pd(kA)). CommeA

est unAe-module gradué borné inférieurement, il a une résolution projective minimaleP dansA-grMod-A dont la
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différentielle sera notéed . Considérons le complexeQ = P ⊗A k de A-grMod, dont la différentielle sera notéeδ.
CommeP1 → P0 → A → 0 est exact,Q1 → Q0 → k → 0 est exact. RegardantP comme une résolution projectiv
deA dans Mod-A et la comparant avec l’application identité deA, on voit qu’il y a dans Mod-A deux morphismes d
résolutionsf :P → A etg :A →P (oùA est considéré comme un complexe concentré en degré 0), et une hom
s :P → P tels que 1P − gf = sd + ds. Clairement, 1P = sd + ds en degré> 0. Appliquant− ⊗A k, on obtient
1Q = (s ⊗A 1k)δ + δ(s ⊗A 1k) en degré> 0, ce qui implique queQ est exact en degré> 0. Ainsi, Q est une
résolution projective deAk dansA-grMod.

Commek⊗AQ= k⊗AP⊗A k et commeP est minimale,k⊗AQ est à différentielle nulle (Proposition 2.4) , do
Q est minimale (Proposition 2.4). OrPi est de la formeA ⊗k E ⊗k A avecE espace vectoriel, doncQi = A ⊗k E,
si bien quePi = 0 si et seulement siQi = 0. Par suite, les résolutionsP et Q ont la même longueur. Utilisant la
Proposition 3.2, on obtientpd(AAA) = pd(Ak). On notera que l’on a aussi obtenu (voir [6] pour le cas homog
Koszul) :

Théorème 4.3.SoitA une algèbreN-graduée connexe sur un corps commutatifk. La dimension de Hochschild deA
est égale à la dimension globale gauche ou droite deA.
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