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Résumé

Nous étendons au cas des séries de Dirichlet des résultats de H. Bohr pour les séries de Taylor en une variable, e
généralisés par Paulsen, Popescu et Singh, ou étendus au cas de plusieurs variables par Aizenberg, Boas et Khav
montrons notamment que, sif (s) = ∑∞

n=1 ann−s , avec‖f ‖∞ := sup�s>0 |f (s)| < ∞, alors
∑∞

n=1 |an|n−2 � ‖f ‖∞ et même
légèrement mieux, et

∑∞
n=1 |an|n−1/2 � C‖f ‖∞, C étant une constante absolue.Pour citer cet article : R. Balasubramanian

et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 342 (2006).
 2005 Publié par Elsevier SAS pour l’Académie des sciences.

Abstract

The Bohr inequality for Dirichlet series. We extend to the setting of Dirichlet series previous results of Bohr for Taylor s
in one variable, themselves generalized by Paulsen, Popescu and Singh or extended to several variables by Aizenberg
Khavinson. We show in particular that, iff (s) = ∑∞

n=1 ann−s , with ‖f ‖∞ := sup�s>0 |f (s)| < ∞, then
∑∞

n=1 |an|n−2 � ‖f ‖∞
and even slightly better, and

∑∞
n=1 |an|n−1/2 � C‖f ‖∞, C being an absolute constant.To cite this article: R. Balasubramanian

et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 342 (2006).
 2005 Publié par Elsevier SAS pour l’Académie des sciences.

Introduction

SoitH∞ l’espace des fonctions analytiques bornées dans le disque unitéD. Une inégalité bien connue de Bohr [
affirme que pourf (z) = ∑∞

n=0 anz
n ∈ H∞ on a :

∞∑
n=0

|an|
(

1

3

)n

� ‖f ‖∞ := sup
z∈D

∣∣f (z)
∣∣. (1)
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Pourr < 1 on a trivialement :
∞∑

n=0

|an|rn � Cr‖f ‖∞, (2)

avec par exempleCr := (1− r2)−1/2. Récemment, Bombieri et Bourgain [9] ont montré que le meilleurCr possible
dans l’inégalité (2) est équivalent à(1− r2)−1/2 quandr

<→ 1.
L’inégalité (1) (dans laquelle 1/3 est optimal) est une manifestation supplémentaire de l’hypercontractiv

semi-groupe de Poisson(Pr)0�r<1 pour r petit, puisqu’elle exprime quef (z) := ∑∞
n=0 anz

n �→ Prf := (anr
n)n�0

est une contraction deH∞ dans l’espace�1 des suites sommables pourr � 1/3, alors que (2) exprime que la mêm
application est toujours continue deH∞ dans�1 pourr < 1 (et certainement pas pourr = 1). Pour d’autres propriété
d’hypercontractivité du semi-groupe(Pr)0�r<1, voir par exemple Weissler [18].

Cette inégalité a connu un regain d’intérêt quand Dixon [12] a montré son lien avec l’inégalité de Von Ne
pour les algèbres de Banach ; par la suite, Boas et Khavinson [6] et Aizenberg [1] ont étudié son analogu
dimensionnel pour la boule, le polydisque ou d’autres domaines. Bénéteau, Dahlner, Khavinson et Korenbl
ont étudié le cas des espaces de HardyHp en une variable. Voir aussi [11].

Le but de ce travail est d’étudier l’analogue des inégalités (1) et (2) quand les séries de Taylor sont rem
par des séries de Dirichlet

∑∞
n=1 ann

−s , et les espaces de HardyHp par les espaces de Hardy correspondantsHp

de séries de Dirichlet (cf. [2,3] pour les définitions précises) ou certains de leurs sous-espaces : par exemH∞
est l’espace des séries de Dirichletf (s) = ∑∞

n=1 ann
−s telles que‖f ‖∞ := sup�s>0 |f (s)| < ∞. Le semi-groupe

(Pr)0�r<1 est alors évidemment remplacé par le semi-groupe de Dirichlet(Dε)ε>0, oùDεf = (ann
−ε)n�1 : ce semi-

groupe a également de bonnes propriétés d’hypercontractivité (cf. [2,3]). Nous sommes donc amenés, pour
E de séries de Dirichlet, à définir deux abscisses (analogues des rayons de Bohr 1/3 et 1 dans (1) et (2)) :

l’abscisse de Bohr isométriqueρ1(E), définie comme le plus petit desσ � 0 tels que

∀f ∈ E,

∞∑
n=1

|an|n−σ � ‖f ‖, (3)

l’abscisse de Bohr isomorpheρ(E), définie comme la borne inférieure desσ � 0 tels que

∀f ∈ E,

∞∑
n=1

|an|n−σ � Cσ ‖f ‖. (4)

Les séries de Dirichlet convergeant moins brutalement que les séries entières, il se peut que (4) ait
σ = ρ(E) : on dira alors que l’abscisseρ(E) estatteinte.

Comme l’a observé Helson [13], il résulte des travaux de Bayart [2,3] que l’on aρ(H1) = 1/2, la valeur 1/2 n’étant
pas atteinte. Et un résultat ancien et non trivial de Bohnenblust et Hille [7] dit qu’on a aussiρ(H∞) = 1/2, bien que
H∞ soit un espace beaucoup plus petit queH1. Un des principaux résultats de ce travail est que la valeur 1/2 est
atteinte pourH∞, ce qui est une façon de différencierH∞ etH1.

Les résultats de Boas et Khavinson [6] montrent que le rayon de Bohr (l’analogue de 1/3) pour le polydisque
tend vers zéro quand le nombre de variables tend vers l’infini, alors que lepoint de vue de Bohr[8,16] montre
queH∞ s’assimile en un sens (cf. aussi Cole et Gamelin [10]) à un espace de séries de Taylor sur le po
à une infinité de variables. On pourrait donc croire que rien d’analogue à (1) n’aura lieu pour les séries
chlet. Or, le second résultat principal de ce travail est queρ1(H∞) < ∞, et qu’on a plus précisément l’encadrem
1.5850. . . = log3/ log2� ρ1(H∞) � σ0 = 1.8154. . . ; en particulier, pour toutef ∈ H∞, f (s) = ∑∞

n=1 ann
−s , on a :∑∞

n=1 |an|n−2 � ‖f ‖∞.
Cette Note d’annonce ne comporte aucune démonstration détaillée. Celles-ci seront rédigées ultérieurem

1. L’abscisse de Bohr isomorphe

Le résultat principal de ce paragraphe est le suivant :

Théorème 1.1. Les espacesHp de séries de Dirichlet vérifient les propriétés suivantes:
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(1) Si 1� p < ∞, ρ(Hp) = 1/2, mais cette valeur n’est pas atteinte.
(2) ρ(H∞) = 1/2, et cette valeur est atteinte.

Le (1) résulte, comme on l’a déjà dit, des travaux de Bayart [2,3]. Le (2) est un cas particulier d’un résultat
plus général sur les multiplicateurs deH∞ dans�1 :

Théorème 1.2. Soitλ(x) := √
logx log logx pour x � 3, λ(x) := 0 si x < 3. Il existe une constante numériqueb > 0

avec la propriété suivante:
si (µn)n�1 est une suite décroissante de réels positifs telle que pour unc < b,

∑∞
n=1

µn√
n

e−cλ(n) < ∞, alors

(µn)n�1 est un multiplicateur deH∞ dans �1, c’est-à-dire pour toutef ∈ H∞, f (s) = ∑∞
n=1 ann

−s , on a :∑∞
n=1 µn|an| < ∞.

On peut par exemple prendreµn := eδλ(n)/
√

n, pour 0� δ < b. La preuve de ce théorème 1.2 utilise entre au
un travail antérieur du troisième auteur avec Konyagin [14].

Un sous-espace intéressant deH∞ est l’espaceH∞
k des fonctions

∑∞
n=1 ann

−s ∈ H∞ telles quean = 0 si
Ω(n) > k, où Ω(n) désigne comme d’habitude le nombre de facteurs premiers den comptés avec leur multiplicité
Bohnenblust et Hille [7] ont montré que pourk � 1, ρ(H∞

k ) = 1/2− 1/(2k), et nous montrons ici que

Théorème 1.3. Pour l’espaceH∞
k , la valeurρ(H∞

k ) = 1/2− 1/(2k) est atteinte.

La preuve utilise le point de vue de Bohr pour les séries de Dirichlet [8,16] et les inégalités de Khintchine p
produits de longueur fixée de variables de Steinhaus [16,17].

2. L’abscisse de Bohr isométrique

Une des preuves les plus simples de l’inégalité de Bohr (1) est due à Wiener (voir [8]), qui a observé
f (z) = ∑∞

n=0 anz
n ∈ H∞ avec‖f ‖∞ = 1, alors∀n � 1, |an| � 1 − |a0|2. Il en a ensuite déduit l’inégalité (1

Paulsen, Popescu et Singh [15] ont donné une preuve « par opérateurs » de cette inégalité, qui s’adapte bien
séries de Dirichlet, et se généralise (cf. aussi Boas et Khavinson [6]) comme suit :

Proposition 2.1. Soitf (s) = ∑∞
n=1 ann

−s ∈H∞ avec‖f ‖∞ = 1 et k � 1. Alors on a:

(0) ∀n � 2, |an| � 1− |a1|2.
(1) (

∑
Ω(n)=k |an|2)1/2 � 1− |a1|2.

(2)
∑

p premier|ap| � 1− |a1|2.

L’inégalité (2) constitue une amélioration d’une autre inégalité classique de Bohr [16] :
∑

p premier|ap| � ‖f ‖∞.
Cette Proposition 2.1 permet de montrer le

Théorème 2.2. L’abscisse de Bohr isométriqueρ1(H∞) vérifie l’encadrement suivant: 1.5850. . . = log3/ log2�
ρ1(H∞) � σ0 = 1.8154. . . , oùσ0 est l’unique racine de l’équation

2−σ + 3
√

3
√

F(4σ)

2
√

π
+

∑
n>1, Ω(n)�3

n−σ = 1

2
,

ζ désignant la fonction zêta de Riemann etF la fonction définie parF(s) := ∑
p premierp

−s .

On a en particulier, pour toutef ∈H∞, f (s) = ∑∞
n=1 ann

−s , on a:
∑∞

n=1 |an|n−2 � ‖f ‖∞.
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