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Résumé

On donne un critère du type principeSAK de Fefferman permettant de comparer les puissances des opérateurs p
différentiels sous-elliptiques dans le cadre du calcul de Weyl–Hörmander.Pour citer cet article : S. Mustapha, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. I 342 (2006).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Fefferman’s SAK uncertainty principle. We give a version of theSAK-Fefferman principle which allows us to compare pow
of subelliptic pseudo-differential operators in the setting of Weyl–Hörmander calculus.To cite this article: S. Mustapha, C. R.
Acad. Sci. Paris, Ser. I 342 (2006).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Let W = Rn
x × Rn

ξ denote the phase space and letg be a Hörmander metric onW . Let h denote the correspondin

uncertainty parameter (cf. [7,8]). Leta ∈ S(h−2, g) and letaw(x,D) denote the pseudo-differential operator ass
ated toa via the Weyl prescription

aw(x,D)u(x) = (2π)−n

∫

R2n

ei〈x−y,ξ〉a
(

x + y

2
, ξ

)
u(y)dy dξ, u ∈ S. (1)

Let us assume that the symbola is non-negative. By the Fefferman–Phong inequality (cf. [2,6,8])aw(x,D) is bounded
from below and induces a positiveL2-operator

L = aw(x,D) + cI, (2)

where the constantc > 0 will be supposed large enough. The operatorL can be closed inL2 and the fractional power
Lα (α ∈ R) of L can be defined.
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Let L1, L2 be two pseudo-differential operators as in (2). Leta1(x, ξ), a2(x, ξ) denote the corresponding symbo
Let 0< α � β. We would like to know whether an estimate of the form∥∥L

α/2
1 u

∥∥ � C
∥∥L

β/2
2 u

∥∥, u ∈ S (3)

holds (where‖ · ‖ denotes theL2-norm). If we suppose thatα = β = 2 and thatg is the classical metric (i.e.g =
dx2 + dξ2/〈ξ 〉2) then the answer is given by the Fefferman’sSAK-principle (cf. [5]): (3) holds if and only if the
symbolsa1(x, ξ), a2(x, ξ) verify

max
Bν

a1(x, ξ) � C max
Bν

(
a2(x, ξ) + 〈ξ 〉ε), ν = 1,2, . . .

whereε > 0 can be taken arbitrarily small and where(Bν)ν is a family of suitable boxes of bounded volume wh
constitutes a covering of the phase space

W = Rn
x × Rn

ξ =
⋃
ν

Bν.

We give in this Note a version of theSAK-principle which allows us to compare powers of pseudo-differen
operators. The covering of the phase space that we shall use is related to the intermediate metricg# associated to th
metricg (cf. (5) below).

If we suppose that the metricg is slowly varying (cf. Section 1 below) then the metricg# is slowly varying and
there existρ > 0 (which can be chosen arbitrarily small),N > 0, wν ∈ W , ν = 1,2, . . . such that

W =
⋃
ν

Bν =
⋃
ν

{
w ∈ W : g#

wν
(w − wν) < ρ

}
(4)

and the intersection of more thanN ballsBν is always empty.

Theorem 0.1. LetL1, L2 be two pseudo-differential operators as above with corresponding symbolsa1(x, ξ), a2(x, ξ)

and let0 < α � β. LetBν , ν = 1,2, . . . defined as in(4) and let us assume that the radiusρ is small enough. Let u
suppose that there existsC > 0 such that

max
Bν

a1(x, ξ)α � C max
Bν

a2(x, ξ)β, ν = 1,2, . . .

then there existsC > 0 such that∥∥L
α/2
1 u

∥∥ � C
∥∥(

L2 + (
h−1)w

(x,D)
)β/2

u
∥∥, u ∈ S.

In the case of first order symbols we have the following refinement of the previous theorem.

Theorem 0.2. Let L1, L2 be two pseudo-differential operators as in(2). Let us assume that their symbolsa1(x, ξ),
a2(x, ξ) ∈ S(1/h,g). Let0< α � β. LetBν , ν = 1,2, . . . defined as in(4) and let us assume that the radiusρ is small
enough. Let us suppose that

max
Bν

a1(x, ξ)α � C max
Bν

a2(x, ξ)β, ν = 1,2, . . . .

Then for any arbitrarily smallε > 0 there existsCε > 0 such that∥∥L
α/2
1 u

∥∥ � Cε

∥∥(
L2 + (

h−ε
)w

(x,D)
)β/2

u‖, u ∈ S.

1. Métriques de Hörmander

Désignons parW = Rn
x × Rn

ξ l’espace des phases muni de la forme symplectique standard

σ(w,w′) = 〈ξ, x′〉 − 〈ξ ′, x〉, w = (x, ξ), w′ = (x′, ξ ′) ∈ W.

Si g désigne une métrique Riemannienne surW on désigne pargσ sa métrique duale :

gσ
w(t) = sup

′
σ(t, t ′)2, w ∈ W, t ∈ W.
gw(t )=1
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A toute métrique Riemannienneg sur W on peut associer une métrique Riemanienne auto-duale notéeg# (i.e.
(g#)σ = g# = (g#)#). Pour définir cette métrique on procède de la manière suivante. Fixonsw ∈ W et considérons la
transformation

Jw :W −→ W

définie par

σ(y, t) = gw(Jwy, t), y, t ∈ W.

Commeσ est antisymétrique,−J 2
w est définie positive pour la forme quadratiquegw et il existe une unique transfo

mation positiveSw telle queS4
w = −J 2

w. La métriqueg# est alors définie par

g#
w(t) = gw(Swt), w ∈ W, t ∈ W. (5)

Si on suppose la métriqueg à variation lente (cf. [7,8]) alors la métriqueg# est aussi à variation lente (cf. [1]). El
induit alors un recouvrement de l’espace des phases par desg#-boules. D’une manière plus précise, il existeρ > 0,
wν ∈ W , ν = 1,2, . . . telle que

W =
⋃
ν

Bν =
⋃
ν

{
w ∈ W : g#

wν
(w − wν) < ρ

}
(6)

et telle que l’intersection de plus deN boulesBν est toujours vide. Le rayonρ > 0 peut être choisi arbitraireme
petit (cf. [8]).

Si on suppose que la métriqueg vérifie le principe d’incertitude :

h2(w) = sup
t �=0

gw(t)

gσ
w(t)

� 1 (7)

alors la métriqueg# vérifieg � g# � gσ . On dit queg est la métrique intermédiaire associée àg.
Soitg une métrique Riemannienne surW à variation lente, vérifiant le principe d’incertitude et soitg# la métrique

intermédiaire qui lui est associée. On dit queg est une métrique de Hörmander si (cf. [1])g vérifie la propriété de
tempérance forte :

∃C,N > 0 telle que(gw/gw′)±1 + (
g#

w/g#
w′

)±1 � C
(
1+ g#

w(w − w′)
)N

.

Une fonction mesurablew → m(w) > 0 définie sur l’espace des phasesW est ung-poids sim est à variation lente
et vérifie la propriété de tempérance forte (cf. [1]). Pour un tel poidsm, on désigne parS(m,g) la classe de symbole
qui lui est associée (cf. [8]) et parOPS(m,g) la classe des opérateurs pseudo-différentiels correspondants défi
la quantification de Weyl (cf. (1)).

2. Le principe SAK pour les opérateurs de la classe S(h−2,g)

Le paramètre d’incertitudeh défini par (7) et ses puissanceshs (s ∈ R) définissent desg-poids. Dans le ca
classique (i.e.g = dx2 + dξ2/〈ξ 〉2) h(x, ξ) = 〈ξ 〉−1. Les symboles des classesS(h−1, g) ⊂ S(h−2, g) généralisen
les symboles classiques du premier et du second ordre, repectivementS1

1,0 et S2
1,0. D’après l’inégalité de Feferman

Phong (cf. [2,6,8]), sia est un symbole positif appartenant à l’une de ces deux classes l’opérateuraw(x,D) est
semi-borné inférieurement et induit par conséquent un opérateur positif surL2

L = aw(x,D) + cI (8)

où la constantec > 0 sera supposée suffisamment grande. Un tel opérateur est fermable dansL2 et on peut définir se
puissances fractionnairesLα (α ∈ R).

SoientL1, L2 deux opérateurs pseudo-différentiels comme dans (8). Soienta1(x, ξ), a2(x, ξ) leur symboles res
pectifs. Soient 0< α � β. On cherche à savoir sous quelles conditions on peut garantir une estimation de la fo∥∥L

α/2
1 u

∥∥ � C
∥∥L

β/2
2 u

∥∥, u ∈ S.

Si on suppose queα = β = 2 et queg = dx2 + dξ2/〈ξ 〉2 la réponse est donnée par le pricincipeSAKde Fefferman
rappelé ci-dessus.
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Nous donnons dans cette note une version du principeSAK s’appliquant aux opérateurs pseudo-différentiels
la classeOPS(h−2, g) et à leurs puissances. Le recouvrement de l’espace des phases utilisé est le recouvre
lesg#-boules défini par (6). Le fait que cette métrique soit auto-duale entraîne que les boules de rayonρ > 0 qui lui
sont associées possèdent un volume uniformément borné (quand le centre de la boule varie dans l’espace d
supérieurement et inférieurement.

Théorème 2.1. SoientL1, L2 deux opérateurs pseudo-différentiels comme dans(8) et soienta1(x, ξ), a2(x, ξ) leur
symboles respectifs. Soient0< α � β. SoientBν , ν = 1,2, . . . les boules définies dans(6) où l’on supposeρ suffisam-
ment petit. Supposons qu’il existeC > 0 telle que

max
Bν

a1(x, ξ)α � C max
Bν

a2(x, ξ)β, ν = 1,2, . . . (9)

alors il existeC > 0 telle que
∥∥L

α/2
1 u

∥∥ � C
∥∥(

L2 + (
h−1)w

(x,D)
)β/2

u
∥∥, u ∈ S. (10)

Exemple 1. Soita un symbole classique, positif, de la classeS2
1,0. Considérons les fonctionsm(w) etgw définies par

m(w) = a(x, ξ) + 〈ξ 〉 et

gw = 〈ξ 〉2(a(x, ξ) + 〈ξ 〉)−1(dx2 + dξ2/〈ξ 〉2), w = (x, ξ) ∈ W.

La métriquegw ainsi définie est une métrique de Hörmander (cf. [4]). La métriqueg# qui lui est associée est
métrique(1

2, 1
2). Le recouvrement (6) est dans ce cas de la forme :

W =
⋃
ν

Bν =
⋃
ν

{〈ξν〉1/2|x − xν | + 〈ξν〉−1/2|ξ − ξν | < ρ
}

et le paramètre d’incertitudeh est donné parh(x, ξ) = 〈ξ 〉(a(x, ξ) + 〈ξ 〉)−1. Une conséquence du Théorème
dans ce cas est que sia1 et a2 sont deux symboles positifs de la classeS((a + 〈ξ 〉)2〈ξ 〉−2, g) vérifiant, par exemple
maxBν a1(x, ξ)k � C maxBν a2(x, ξ)l pour deux exposants entiersk � l alors

∥∥Lνk
1 u

∥∥ � Cν

∥∥(
I + L2 + (

a/〈ξ 〉)w
(x,D)

)νl
u
∥∥, u ∈ S, ν > 0,

oùL1 etL2 désignent les opérateurs associés aux symbolesa1 eta2.

3. Opérateurs sous-elliptiques

Comme il a été mentionné plus haut, la classeS(h−2, g) constitue une généralisation de la classeS2
1,0 des symboles

classiques d’ordre 2. Une notion de sous-ellipticité est disponible dans ce cadre (cf. [9]). Un opérateurL comme
dans (8) est dit sous-elliptique s’il existe 0< ε � 2 tel que

‖f ‖H(h−ε ,g) � C‖Lf ‖, f ∈ S, (11)

où‖ · ‖H(h−ε ,g) désigne la norme de SobolevH(h−ε, g) (cf. [1,3]).
Si on suppose que l’opérateurL2 dans le Théorème 2.1 vérifie la condition(11) avecε = 1 alors :

Théorème 3.1. Les notations sont celles du Théorème2.1. Supposons que l’opérateurL2 vérifie la condition(11)
avecε = 1. Supposons qu’il existeC > 0 telle que

max
Bν

a1(x, ξ)α � C max
Bν

a2(x, ξ)β, ν = 1,2, . . .

alors il existeC > 0 telle que
∥∥L

α/2
1 u

∥∥ � C
∥∥L

β/2
2 u

∥∥, u ∈ S.
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4. Les symboles de la classe S(h−1,g)

Dans le cas où les symbolesa1(x, ξ), a2(x, ξ) ∈ S(1/h,g) on peut montrer qu’il est possible, sous la con
tion (9), de remplacer le terme(h−1)w(x,D) apparaissant dans le membre de droite de (10) par un terme de la
(h−ε)w(x,D) où ε > 0 peut être choisi arbitrairement petit.

Théorème 4.1. SoientL1, L2 deux opérateurs pseudo-différentiels comme dans(8). Supposons les symbolesa1(x, ξ),
a2(x, ξ) ∈ S(1/h,g). Soient0 < α � β. SoientBν , ν = 1,2, . . . les boules définies dans(6) où l’on supposeρ suffi-
samment petit. Supposons qu’il existeC > 0 telle que

max
Bν

a1(x, ξ)α � C max
Bν

a2(x, ξ)β, ν = 1,2, . . . . (12)

Alors pour toutε > 0 il existeCε > 0 telle que∥∥L
α/2
1 u

∥∥ � Cε

∥∥(
L2 + (

h−ε
)w

(x,D)
)β/2

u
∥∥, u ∈ S. (13)

La preuve du Théorème 4.1. repose sur la possibilité d’associer à tout symbole positif de la classeS(h−1, g) une
métrique de Hörmander, du même type que celle introduite par Hörmander dans la preuve du Théorème 18.6
En utilisant les techniques du calcul pseudo-différentiel dans les classes associées à cette métrique et en
l’opérateur associé au symbolea2 en lui ajoutant un terme de la forme(h−ε)w(x,D), où ε > 0, on peut se ramene
à des opérateurs elliptiques dont il est aisé d’analyser les puissances fractionnaires. Des métriques analogu
être considérées dans le cas de symboles positifs du second ordrea ∈ S(h−2, g). Il s’avère que ces métriques son
variation lente mais ne vérifient le principe d’incertitude que si le symbolea est augmenté d’une puissance−1 deh.
Ceci explique l’apparition du terme(h−1)w(x,D) dans(10). La preuve de l’implication(9) ⇒ (10) est plus délicate
que celle de l’implication(12) ⇒ (13) et nécessite l’emploi d’une échelle d’espaces de Besov adaptée aux sym
considérés.
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