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Résumé

Nous mettons en évidence une correspondance entre le problème des fluctuations des processus de Lévy et la théor
ring. Pour citer cet article : S. Fourati, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 342 (2006).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Fluctuations of Lévy processes and scattering theory. We show a strong connexion between the problem of fluctuation
Lévy processes and scattering theory.To cite this article: S. Fourati, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 342 (2006).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Let X be a Lévy process killed at an independent time with an exponential law or a ‘Lebesgue law’. LetH andH ∗
be the distribution functions of the amplitude of the paths ofX, respectively, before and after the time of the minimu
Then the matrix (whose entries are non-negative measures)


0

H(dx)

H ∗(x)
H ∗(dx)

H(x)
0




defines a potential in the sense of scattering theory (see for example [4, Chapitre 1]). We show that the s
matrix associated to this potential is(

1 φ(iu)

0 1

)

whereφ is the Lévy exponent ofX. Meanwhile, the solution of the differential system associated to this pote
determines an expression of the potential kernel (in the sense of Markov process theory) of the stochasti
(St ,Xt , It ) whereS andI are respectively the processes of past maximum and of past minimum ofX.
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1. Introduction

Nous présentons des résultats qui établissent le lien entre deux problèmes « classiques » issus l’un de
des fluctuations des processus de Lévy et l’autre du scattering. Le premier est la détermination du noyau
du processus de Markov(St ,Xt , It ), où X est un processus de Lévy,S et I sont respectivement le processus de
maximums et ses minimums passés. Le second est le calcul de la matrice potentiel à partir de la matrice de
ou réciproquement.

En effet, nous montrons que se donner la matrice potentiel revient à se donner le couple des fonctions de r
des amplitudes avant et après l’instant du minimum deX (voir la section sur le problème direct) alors que la mat
de scattering est donnée par l’exposant de Lévy (voir la section sur le problème inverse).

Une adaptation mineure de la théorie générale du scattering est nécessaire parce que l’hypothèse
d’intégrabilité du potentiel n’est vérifiée pour aucun processus de Lévy. En revanche, la matrice de scatt
particulièrement simple.

2. Notations

On se donne pour toute la suite un processus de LévyX, de loi P, éventuellement tué en un temps exponen
indépendant, notéζ . La lettreφ désignera l’exposant de Lévy deX. Plus précisemment, pour iu ∈ iR,

P
(
e−iuXt

) = e−tφ(iu).

Remarquer queφ(0) ∈ [0,+∞[ est le paramètre de la loi exponentielle du temps de mortζ .
On noteSt et It les processus des maximums et miminums passés.

St = sup{Xs, 0� s � t}, It = inf{Xs, 0� s � t}.
Dans toute la suite, le symbole∗ désignera les objets correspondant au processus de Lévy dualX∗ = −X. On a,

par exempleS∗
t = −It .

On note(L,N) le couple temps local-mesure d’excursion associé aux zéros du processus(St −Xt)∧ (St− −Xt−).
Plus précisement,L est une fonctionnelle additive de l’ensemble régénératif{t; (St − Xt) ∧ (St− − Xt−) = 0}. Tandis
queN est une mesure sur l’espace des trajectoires à durée de vie finie ou infinie (voir [2, Chapitre 15] par e
Notant alorsC l’ensemble des composantes connexes du complémentaire de l’ensemble{t; (St −Xt)∧ (St− −Xt−) =
0}, le couple(L,N) vérifie l’identité suivante :

P
( ∑

]g,d[∩ ]0,ζ [∈C

1{Sg∈dx}∩{(Sg−Xg+t∧d )t�0∈dw}
)

= P
( ∫

[0,ζ [
1St∈dxL(dt)

)
N(dw).

Un tel couple existe et si(L,N) est un tel couple alors tous les autres sont de la forme(cL, 1
c
N) pour une constant

strictement positive et finiec. Le couple(L∗,N∗) est défini par dualité. Le couple des temps locaux(L,L∗) vérifie
l’identité dite de Wiener–Hopf (voir [1, Chapitre 6] ou [3]) à savoir qu’il existe une constantec ∈ ]0,+∞[ telle que
pour tout iu ∈ iR

P
( ∫

[0,ζ [
e−iuSt L(dt)

)
P
( ∫

[0,ζ [
e−iuIt L∗(dt)

)
= c

φ(iu)
.

On peut choisir alors le couple(L,L∗) et donc le quadruplet(L,N,L∗,N∗) de telle manière quec = 1. On choisit
donc un quadruplet de cette manière et il sera fixé pour tout la suite. De plus on noteraψ et ψ̌ les deux facteurs de l
décomposition de Wiener–Hopf associée :

1

ψ(λ)
:= P

( ∫
[0,ζ [

e−λSt L(dt)

)
,

1

ψ̌(λ)
:= P

( ∫
[0,ζ [

e−λIt L∗(dt)

)
.

Pour toute fonctionf d’un nombre complexeλ, définie à partir du processus de LévyX, f̌ désignera la fonction
f̌ (λ) = f ∗(−λ). Pour toutx ∈ ]0,+∞[ et tout complexeλ, on pose

A(x,λ) = P
( ∫

1St−It�x e−λSt L(dt)

)
.

[0,ζ [
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Et donc, on a :

Ǎ(x,λ) = P
( ∫

[0,ζ [
1St−It�x e−λIt L∗(dt)

)
.

Proposition 2.1. Pour toutλ1 ∈ C etλ2 ∈ C etx ∈ ]0,+∞]

Ǎ(x,λ1)A(x,λ2) = P
( ∫

[0,ζ [
e−λ1It 1St−It�x e−λ2(Xt−It ) dt

)

= P
( ∫

[0,ζ [
e−λ1(Xt−St )1St−It�x e−λ2St dt

)
.

Cette proposition indique que le couple de fonctions(A, Ǎ) permet de calculer le noyau potentiel du processu
Markov (St ,Xt , It ) (et réciproquement). Pourλ1 = λ2 = iu ∈ iR et x → +∞, l’identité de la proposition précéden
est la factorisation de Wiener–Hopf.

On introduit maintenant des fonctions du couple(x,λ) « auxiliaires » : Pourx ∈ ]0,+∞[ et�(λ) � 0, on pose

C(x,λ) = N∗(e−λXTx ; Tx > 0
)

oùTx = inf{t, Xt > x},
B(x,λ) = 1

P(
∫ T s

x ∧ζ

0 e−λSt L(dt))
oùT s

x = inf{t, St − Xt > x}.

Pour toutx ∈ ]0,+∞[ etλ ∈ C\iR, on pose encore

M(x,λ) =
(

A(x,λ) −C(x,λ)

Ǎ(x,λ) B(x,λ)

)
si �(λ) > 0,

M(x,λ) =
(

A(x,λ) −B̌(x,λ)

Ǎ(x,λ) Č(x,λ)

)
si �(λ) < 0.

On remarquera que pour toutλ = iu ∈ iR, les limites suivantes existent

M+(x, iu) := lim
λ→iu, �(λ)>0

M(x,λ) =
(

A(x, iu) −C(x, iu)

Ǎ(x, iu) B(x, iu)

)
,

M−(x, iu) := lim
λ→iu, �(λ)<0

M(x,λ) =
(

A(x, iu) −B̌(x, iu)

Ǎ(x, iu) Č(x, iu)

)
.

On noteH(x), la fonctionA(x,0), et doncH ∗(x) est la fonctionǍ(x,0). Ces deux fonctions sont croissant
on noteH(dx) et H ∗(dx) les mesures sur]0,+∞[ associées. On remarquera que ces mesures sont diffuses (
leur fonction de répartition est continue sur]0,+∞[) sauf pour les processus de Poisson composés à valeurs d
sous-groupe deR. Pour éviter quelques ennuis, nous excluons ce cas pour la suite.

3. Le problème direct ou comment déduire du couple de fonctions (H,H ∗) les matrices M(x,λ) puis
l’exposant de Lévy φ

On pourra se familiariser avec le vocabulaire « problème direct et problème inverse » et ce qu’il recouv
[4, Chapitre 1].

Le symbole′ désigne la dérivation par rapport àx au sens des distributions.

Théorème 3.1. Pour toutλ ∈ C\iR, la fonctionx 	→ M(x,λ), définie pourx ∈ ]0,+∞[, est l’unique solution de
l’équation différentielle suivante:

(I) M ′(x,λ) =



0 e−λx H(dx)

H ∗(x)

eλx H ∗(dx)
0


M(x,λ)
H(x)
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et qui remplit les conditions supplémentaires:

(0) detM(x,λ) = 1 ;

(i) lim
x→0+

M11(x,λ)

H(x)
= 1 et lim

x→0+
M21(x,λ)

H ∗(x)
= 1.

Et

lim
x→+∞M12(x,λ)M21(x,λ) = 0 pour�(λ) > 0,

lim
x→+∞M11(x,λ)M22(x,λ) = 0 pour�(λ) < 0.

Théorème 3.2.

M+(x, iu) = M−(x, iu)

(
1 φ(iu)

0 1

)
.

4. Le problème inverse ou comment déduire de l’exposant de Lévy φ les matrices M(x,λ) puis le couple de
fonctions (H,H ∗)

Théorème 4.1. Pour tout x ∈ ]0,+∞[, la fonctionλ 	→ M(x,λ), définie sur les deux demi-plans{�(λ) > 0} et
{�(λ) < 0} est l’unique fonction holomorphe sur ces deux demi-plans qui admet des limites à droite(M+(x, iu)) et à
gauche(M−(x, iu)) en tout point deiu ∈ iR qui vérifient:

(II) M+(x, iu) = M−(x, iu)

(
1 φ(iu)

0 1

)

et qui remplit les conditions supplémentaires suivantes:

(0) detM(x,λ) = 1 ;
(j) Les fonctions suivantes sont bornées sur le demi-plan{Re(λ) > 0} :(∣∣ψ(λ)

∣∣ ∨ 1
)
M11(x,λ), M22(x,λ) − ψ(λ), e−λxM21(x,λ), eλxM12(x,λ)

et les suivantes sur{Re(λ) < 0} :(∣∣ψ̌(λ)
∣∣ ∨ 1

)
M21(x,λ), M12(x,λ) + ψ̌(λ), eλxM11(x,λ), e−λxM22(x,λ).

De plus les limites suivantes ont lieu pour�(λ) → +∞

ψ(λ)M11(x,λ) → 1,
eλxM12(x,λ)

ψ(λ)
→ 0

et pour�(λ) → −∞

ψ̌(λ)M21(x,λ) → 1,
e−λxM22(x,λ)

ψ̌(λ)
→ 0.

Théorème 4.2.

H(x) = M+
11(x,0) = M−

11(x,0), H ∗(x) = M+
21(x,0) = M−

21(x,0).

4.1. Arguments

La démonstration de la Proposition 2.1 et l’argument permettant d’aboutir au système differentiel du Théor
se trouvent dans [5]. Celui-ci traite le cas des processus de Lévy symétriques pour lesquels on retrouve la th
cordes vibrantes de Krein. L’argument pour établir le Théorème 3.2 est la dimension du système différent
le Théorème 4.1, l’existence est établie par ce qui précède et l’unicité découle d’arguments ordinaires de
complexe provenant du théorème de Liouville.



S. Fourati / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 342 (2006) 135–139 139
Références

[1] J. Bertoin, Lévy Process, Cambridge University Press, 1996.
[2] C. Dellacherie, P.-A. Meyer, Probabilités et Potentiel, Hermann, 1975.
[3] R. Doney, Fluctuation Theory for Lévy Processes, Lévy Processes, Theory and Applications, Birkhäuser, 2001.
[4] A.S. Fokas, V.E. Zakharov (Eds.), Important Developments in Soliton Theory, Springer-Verlag, 1993.
[5] S. Fourati, Krein theory applied to fluctuations of Lévy processes, math.PR/0508612, 2005.


