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Résumé

Nous considérons l’estimation par la méthode du maximum de vraisemblance local deθ(x), paramètre inconnu de la distrib
tion conditionnelle deY sachantX = x. Le but de cette Note est d’étudier la vitesse de convergence uniforme presque
l’estimateur à noyau du maximum de vraisemblance local. En s’appuyant sur la théorie moderne des processus empiriqu
par des classes de fonctions, nous établissons une loi uniforme du logarithme concernant la déviation maximale de cet
Pour citer cet article : D. Blondin, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 342 (2006).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Almost sure rate of uniform consistency for the local maximum likelihood kernel estimator. We consider the local maximum
likelihood estimation ofθ(x), unknown parameter of the conditional distribution ofY givenX = x. The aim of this Note is the
study of strong uniform consistency rates of the local maximum likelihood kernel estimator. Under suitable regularity con
we establish a uniform law of the logarithm for the maximal deviation of this estimator. The method of proof is base
functional limit laws derived by modern empirical process theory.To cite this article: D. Blondin, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I
342 (2006).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Soient(X,Y ), (X1, Y1), (X2, Y2), . . . , descouples de variables aléatoires à valeurs réelles, indépendants et
quement distribués. Le couple aléatoire(X,Y ) est supposé admettre une densité jointefX,Y par rapport à la mesur
de Lebesgue surR2 et une densité marginalefX associée àX. Dans le cadre de notre étude, pour chaque co
(x, y) ∈ R

2, la loi conditionnelle deY sachantX = x est définie par sa densité, notéefY |X(y, x), et supposée de l
forme :

fY |X(y, x) := g
(
y; θ(x)

)
, (1)
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où g est une fonction supposée connue etθ(x) désigne le paramètre fonctionnel à estimer. A titre d’exemple,
distribution deY sachantX = x est une Exponentielle de paramètreθ(x), l’estimation du paramètre fonctionnelθ(x)

se réduit alors à celle de la courbe classique de régressionE[Y |X = x]. Nous nous placerons dans un cadre n
paramétrique dans le sens où la fonctionθ(x) sera seulement supposée deux fois continûment dérivable (voir
ci-après).

L’objet central de cette note sera de caractériser la vitesse exacte de convergence uniforme presque sûr
suite d’estimateurs à noyau deθ(x), obtenue en maximisant localement la fonction de vraisemblance conditio
empirique associée aux{(Xi, Yi)}ni=1. Nos résultats seront établis uniformément enx ∈ I ⊆ J , où I et J désignent
deux intervalles compacts deR contenus dans le support de la densitéfX. Nous introduisonsT , le domaine de
variation deθ(x) lorsquex ∈ J , qui constitue également un intervalle compact deR. Sous certaines conditions
régularité (cf. (F.3–4) ci-dessous) et sous réserve d’identifiabilité de notre modèle,θ(x) est défini comme la solutio
du problème de maximisation suivant

θ(x) := argmax
t∈T

{
Ex

[
logg(Y ; t)]} ouEx

[
ψ

(
Y ; θ(x)

)] = 0, (2)

lorsqueEx[·] := E[· |X = x] etψ(y; t) := ∂ logg(y;t)
∂t

.
Soit Iθ (x) l’information de Fisher locale ou variance conditionnelle de la variableψ(Y ; θ(x)), définie par

Iθ (x) := Ex

[{
ψ(Y ; t)}2]

t=θ(x)
= Ex

[
−

{
∂ψ(Y ; t)

∂t

}]
t=θ(x)

= −Ex

[
ψ ′(Y ; t)]

t=θ(x)
cf. (F.3). (3)

Nous imposons certaines conditions sur la distribution du couple(X,Y ), parmi les hypothèses (F.1–5), présent
ci-dessous.

(F.1) fX(·) et Iθ (·) sont continues et strictement positives surJ .
(F.2) Y1{X∈J } est bornée.
(F.3) Les dérivées partielles d’ordre 1,2,3 (par rapport àt) de logg(y, t) existent et sont continues surR × T . De

plus, il existe des fonctionsHi(y) intégrables telles que∣∣∣∣∂i logg(y; t)
∂t i

∣∣∣∣� Hi(y), pouri = 1,2.

(F.4) Il existe des constantes strictement positivesC1 etC2 telles que

inf
x∈I

Ex

[−ψ ′(Y ; θ(x) + ε
)]

> C2 > 0, lorsque|ε| � C1.

(F.5) Les dérivéesf ′
X(x), I ′

θ (x), θ ′(x) et θ ′′(x) sont continues et bornées.

L’hypothèse (F.1) est essentielle car si la densité marginalefX(x) ou l’information de Fisher localeIθ (x) sont
nulles,θ(x) ne peut pas être estimé convenablement par la méthode du maximum de vraisemblance. L’h
(F.2) est classique en régression non-paramétrique, elle peut être relaxée via une condition de moment a
(cf. Deheuvels et Mason [2]). L’hypothèse (F.3) constitue l’extension naturelle des conditions nécessaires à l
classique du maximum de vraisemblance (voir, par exemple, Serfling [6], §4.2.2, pp. 144–149). La conditi
justifie notre approche en (2) et permettra de démontrer la consistance forte de notre estimateur, étape
et fondamentale de la démonstration de notre loi limite. Enfin, les conditions de régularité en (F.5) sont
traitement du biais de notre estimateur (voir ci-dessous) construit avec un noyauK d’ordre 2 (cf. (K.2)).

D’après (2), pour chaquen � 1, l’estimateurθ̂n(x) du maximum de vraisemblance local, construit avec la méth
du noyau, est défini comme la solution par rapport àt de l’équation suivante

r̂n(x, t) = 1

nh

n∑
i=1

ψ(Yi; t)K
(

x − Xi

h

)
= 0

(
i.e. r̂n

(
x, θ̂n(x)

) = 0
)
, (4)

où K :R → R désigne le noyau eth le paramètre de lissage ou fenêtre. Nous obtenons alors une suite d’estim
{θ̂n(x); n � 1} du maximum de vraisemblance local. Cette technique d’estimation, dénommée ‘local likelihood esti-
mation’, a pour origine une idée développée par Tibshirani et Hastie [8]. La normalité asymptotique de cet es
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a été démontrée par Staniswalis [7] dans le cadre du plan fixe. En s’appuyant sur les travaux de Härdle, J
Serfling [5], Zhao [9] a obtenu la vitesse optimale de convergence presque sûre du supremum sur un interv
pact de la déviation̂θn(x) − θ(x). Notre but principal sera de compléter ce résultat en énonçant une loi limite
la déviation maximale de l’estimateur du maximum de vraisemblance local. Cette loi limite uniforme du loga
est proche dans la forme de certains travaux célèbres en statistique fonctionnelle, parmi lesquels nous pou
les articles de Einmahl et Mason [3] ainsi que Deheuvels et Mason [2] concernant l’estimation non-paramétr
fonctions de densité et de régression.

Par convenance, on désigne par[ujK] le j -ième moment associé au noyauK , j ∈ N. Le noyauK est supposé
vérifier les hypothèses suivantes.

(K.1) K est une fonction de densité continue par morceaux et à variation bornée surR ;
(K.2) K est un noyau d’ordre 2 (i.e.[uK] = 0 et[u2K] < ∞) à support compact.

Afin d’éviter les valeurs négatives du logarithme, nous considérons la notationL(u) = log(u ∨ e). Nous travaille-
rons avec une fenêtre(hn)n�1, suite de constantes strictement positives, vérifiant les conditions de monotoni
convergence énoncées ci-dessous.

(H.1) hn ↘ 0, nhn ↗ ∞, nhn/L(h−1
n ) → ∞, L(h−1

n )/LLn → ∞ etL(h−1
n )/nh5

n → ∞, lorsquen → ∞.

L’hypothèse (H.1) regroupe des conditions classiques sur le paramètre de lissage en estimation non-par
par la méthode du noyau.

2. Résultats

Nos hypothèses garantissent l’existence d’une suite de solutions à l’Éq. (4) mais pas leur unicité. Par la su
supposerons que notre estimateur vérifie

sup
x∈I

∣∣θ̂n(x) − θ(x)
∣∣ < τ, presque sûrement,

oùτ désigne une constante choisie suffisamment petite. Ainsi, toutes les racines de l’Éq. (4) sont suffisammen
les unes des autres. Pour plus de détails concernant cet argument classique, nous renvoyons à Zhao, pp. 82
Serfling [6].

Théorème 2.1. Supposons que les hypothèses(F.1–5), (H.1)et (K.1–2) soient vérifiées. Alors, nous avons, lorsq
n → ∞,∣∣∣∣

{
nhn

2L(1/hn)

}1/2

sup
x∈I

±{
θ̂n(x) − θ(x)

} − σθ (I )

∣∣∣∣ p.s.= o(1), (5)

où

σθ (I ) = sup
x∈I

{
1

fX(x)Iθ (x)

∫
R

[
K2(u)

]
du

}1/2

.

Contrairement aux résultats de Zhao [9] ou Härdle et al. [5], cette loi limite peut servir de point de dép
construction d’intervalles de confiance pour le paramètreθ(x), uniformément enx ∈ I (cf. [2]). Précisons que pou
la plupart des applications statistiques, la convergence en probabilité est une notion suffisante et alors nou
réduire les hypothèses sur la fenêtrehn. Il est également possible d’obtenir la consistance forte deθ̂n(x) lorsque la
fenêtre est aléatoire, de la formeĥn, telle que

an � ĥn � bn, presque sûrement,

avec{an; n � 1} et {bn; n � 1} deux suites telles que 0< an < bn � 1, n � 1, satisfaisantbn → 0 etnan/Ln → ∞,
lorsquen → ∞ (cf. Einmahl et Mason [4]). Précisons enfin que le Théorème 2.1 se généralise aisément a
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multivarié en suivant, par exemple, les extensions multidimensionnelles concernant l’estimation non-paramé
la fonction de régression (cf. [1]).

3. Résumé de la démonstration

Posons, pourx ∈ I et t ∈ T ,

r̂ ′
n(x, t) = ∂

∂t

[
r̂n(x, t)

] = 1

nhn

n∑
i=1

ψ ′(Yi; t)K
(

x − Xi

hn

)
.

La démonstration se décompose en trois étapes principales. Dans un premier temps, nous établissons la c
forte de l’estimateur du maximum de vraisemblance (avec une vitesse préliminaire convenable)

sup
x∈I

∣∣θ̂n(x) − θ(x)
∣∣ p.s.= O

({
L(h−1

n )

nhn

}1/2

+ hn

)
= o(1).

Ce premier résultat, combiné au developpement de Taylor de la fonctionr̂n(x, ·) au voisinage deθ(x), nous conduit à
réduire l’étude asymptotique de la déviationθ̂n(x) − θ(x) à celle d’un terme de régression, i.e.{

nhn

L(h−1
n )

}1/2{
θ̂n(x) − θ(x)

} =
{

nhn

L(h−1
n )

}1/2{
r̂n(x, θ(x))

−r̂ ′
n(x, θ(x))

}
+ o(1).

Le reste de la démonstration consiste alors à établir la vitesse de convergence presque sûre et une loi lim
terme au numérateur, puis, en utilisant un argument du type Slutsky en combinaison avec l’étude du terme
au numérateur, nous obtenons (5). Les outils de démonstration sont principalement fondés sur la théorie
des processus empiriques et plus particulièrement les travaux développés par Einmahl et Mason [3] et Deh
Mason [2].
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