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Résumé

Nous considérons I'estimation par la méthode du maximum de vraisemblance l@gaal)dparameétre inconnu de la distribu-
tion conditionnelle d&& sachantX = x. Le but de cette Note est d'étudier la vitesse de convergence uniforme presque s(re de
I'estimateur a noyau du maximum de vraisemblance local. En s’appuyant sur la théorie moderne des processus empiriques index
par des classes de fonctions, nous établissons une loi uniforme du logarithme concernant la déviation maximale de cet estimatet
Pour citer cet article: D. Blondin, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 342 (2006).
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Abstract

Almost surerateof uniform consistency for thelocal maximum likelihood kernel estimator. We consider the local maximum
likelihood estimation oP (x), unknown parameter of the conditional distribution¥ofjiven X = x. The aim of this Note is the
study of strong uniform consistency rates of the local maximum likelihood kernel estimator. Under suitable regularity conditions,
we establish a uniform law of the logarithm for the maximal deviation of this estimator. The method of proof is based upon
functional limit laws derived by modern empirical process thedoycite this article: D. Blondin, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. |
342 (2006).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réserves.

1. Introduction

Soient(X, Y), (X1, Y1), (X2, Y2), ..., descouples de variables aléatoires a valeurs réelles, indépendants et identi-
guement distribués. Le couple aléatoipg Y) est supposé admettre une densité joifitg: par rapport & la mesure
de Lebesgue suR? et une densité marginalgy associée &. Dans le cadre de notre étude, pour chaque couple
(x,y) € R?, la loi conditionnelle d& sachantX = x est définie par sa densité, notéex (v, x), et supposée de la
forme :

Trix (v, x) :=g(y; 0(x)), (1)
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ou g est une fonction supposée connud et) désigne le paramétre fonctionnel a estimer. A titre d’exemple, si la
distribution deY sachantX = x est une Exponentielle de paramé&l(e), I'estimation du parameétre fonctionng(x)

se réduit alors a celle de la courbe classique de régreB$BfX = x]. Nous nous placerons dans un cadre non-
paramétrique dans le sens ou la fonctidm) sera seulement supposée deux fois continlment dérivable (voir (F.5),
ci-apres).

L'objet central de cette note sera de caractériser la vitesse exacte de convergence uniforme presque sdre pour |
suite d’estimateurs & noyau ééx), obtenue en maximisant localement la fonction de vraisemblance conditionnelle
empirique associée auxX;, ¥;)}7_;. Nos résultats seront établis uniformementvea/ C J, ou / et J désignent
deux intervalles compacts d& contenus dans le support de la densfié Nous introduisond’, le domaine de
variation def (x) lorsquex € J, qui constitue également un intervalle compacfdeSous certaines conditions de
régularité (cf. (F.3-4) ci-dessous) et sous réserve d'identifiabilité de notre maédeélest défini comme la solution
du probleme de maximisation suivant

6(x) :=arg pgeTv{Ex[logg(Y; D]} ouBE.[v(Y;6(x)]=0, 2)

lorsqueE,[-]:=E[- |X =x] ety (y; 1) := %.

Soit Iy (x) I'information de Fisher locale ou variance conditionnelle de la varighg; 6 (x)), définie par

oy(Y;t)

I@(X) = ]EX[{I/I(Y;I)}Z]IZQ(X)ZEX[_{ 9t

” =—E[v'(Y; t)]t=9(x) cf. (F.3) (3)
1=0(x)

Nous imposons certaines conditions sur la distribution du cogfl&), parmi les hypotheses (F.1-5), présentées
ci-dessous.

(F.1) fx(-) etly(-) sont continues et strictement positives gur

(F.2) Y1{xcsy est bornée.

(F.3) Les dérivées partielles d’ordre2l 3 (par rapport &) de logg(y, t) existent et sont continues sirx 7. De
plus, il existe des fonctionH; (y) intégrables telles que

3" logg(y: 1)
ort

(F.4) Il existe des constantes strictement positiveet Co telles que

im;Ex[—l/f’(Y; 0(x)+€)] > C2>0, lorsquele| < Ci.
xXe

< H;(y), pouri=12.

(F.5) Les dérivéeg (x), I,(x), 6'(x) etd”(x) sont continues et bornées.

L'hypothése (F.1) est essentielle car si la densité margifiale) ou I'information de Fisher localé, (x) sont
nulles,d(x) ne peut pas étre estimé convenablement par la méthode du maximum de vraisemblance. L'hypothés
(F.2) est classique en régression non-paramétrique, elle peut étre relaxée via une condition de moment appropri
(cf. Deheuvels et Mason [2]). L'hypothése (F.3) constitue I'extension naturelle des conditions nécessaires a la théor
classigue du maximum de vraisemblance (voir, par exemple, Serfling [6], 84.2.2, pp. 144-149). La condition (F.4,
justifie notre approche en (2) et permettra de démontrer la consistance forte de notre estimateur, étape premié
et fondamentale de la démonstration de notre loi limite. Enfin, les conditions de régularité en (F.5) sont liées al
traitement du biais de notre estimateur (voir ci-dessous) construit avec un Kogaudre 2 (cf. (K.2)).

D’aprés (2), pour chaque> 1, I'estimateuid, (x) du maximum de vraisemblance local, construit avec la méthode
du noyau, est défini comme la solution par rappartia I'équation suivante

x—X,-

1< A
= Y w0k (255 ) 20 (e (rd,00) =0) @
i=1

ou K :R — R désigne le noyau ét le parametre de lissage ou fenétre. Nous obtenons alors une suite d’estimateurs
{0, (x); n > 1} du maximum de vraisemblance local. Cette technique d’estimation, dénortuoédikelihood esti-
matiori, a pour origine une idée développée par Tibshirani et Hastie [8]. La normalité asymptotique de cet estimateu
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a été démontrée par Staniswalis [7] dans le cadre du plan fixe. En s’appuyant sur les travaux de Hardle, Janssen
Serfling [5], Zhao [9] a obtenu la vitesse optimale de convergence presque sdre du supremum sur un intervalle com
pact de la déviation, (x) — 6 (x). Notre but principal sera de compléter ce résultat en énoncant une loi limite pour
la déviation maximale de I'estimateur du maximum de vraisemblance local. Cette loi limite uniforme du logarithme
est proche dans la forme de certains travaux célébres en statistique fonctionnelle, parmi lesquels nous pouvons cit
les articles de Einmahl et Mason [3] ainsi que Deheuvels et Mason [2] concernant I'estimation non-paramétrique des
fonctions de densité et de régression.

Par convenance, on désigne pafK] le j-i€me moment associé au noy&y j € N. Le noyauk est supposé
vérifier les hypothéses suivantes.

(K.1) K estune fonction de densité continue par morceaux et a variation bornke sur
(K.2) K estun noyau d'ordre 2 (i.éuK]=0 et[u?K] < co) & support compact.

Afin d'éviter les valeurs négatives du logarithme, nous considérons la nofatior= log(u Vv ¢). Nous travaille-
rons avec une fenétr@,),>1, suite de constantes strictement positives, vérifiant les conditions de monotonie et de
convergence énoncées ci-dessous.

(H.1) h, \\O,nh, /00, nh,/L(h;Y) — 0o, L(h;Y)/LLn — oo et L(h;Y)/nh3 — oo, lorsquen — oo.

L'hypothése (H.1) regroupe des conditions classiques sur le paramétre de lissage en estimation non-paramétriqt
par la méthode du noyau.

2. Résultats

Nos hypothéses garantissent I'existence d’une suite de solutions & I'Eq. (4) mais pas leur unicité. Par la suite, nou
supposerons que notre estimateur vérifie

supd.(x) —6(x)| <7, presque sirement
xel
ol désigne une constante choisie suffisamment petite. Ainsi, toutes les racines de I'Eq. (4) sont suffisamment proche

les unes des autres. Pour plus de détails concernant cet argument classique, nous renvoyons a Zhao, pp. 82—-83, [9]
Serfling [6].

Théoréme 2.1. Supposons que les hypothefed-5), (H.1)et (K.1-2) soient vérifiées. Alors, nous avons, lorsque
n— oo,

nhy, 12 A p.s.
H—} supt {0, (x) — 0(x)} — o0 (1| 2" 0(D), (5)

2L(1/hn) xel

ou

1 , 1/2
o) Zfﬁlp{ Fx s () Rf & (“)]d”} '

Contrairement aux résultats de Zhao [9] ou Hardle et al. [5], cette loi limite peut servir de point de départ a la
construction d’intervalles de confiance pour le param@r, uniformément erx € I (cf. [2]). Précisons que pour
la plupart des applications statistiques, la convergence en probabilité est une notion suffisante et alors nous pouvor
réduire les hypothéses sur la fendise Il est également possible d’obtenir la consistance forté,de) lorsque la
fenétre est aléatoire, de la forrﬁg, telle que

an < hy < b,, presque sdrement

avec{a,; n > 1} et{b,; n > 1} deux suites telles queBa, < b, < 1,n > 1, satisfaisanb,, — 0 etna, /Ln — oo,
lorsquen — oo (cf. Einmahl et Mason [4]). Précisons enfin que le Théoreme 2.1 se généralise aisément au cadre
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multivarié en suivant, par exemple, les extensions multidimensionnelles concernant I'estimation non-paramétrique ¢
la fonction de régression (cf. [1]).

3. Résumédela démonstration

Posons, pout € I etr e T,

9 1 < - X;
P00 = i 0] = —= 3 (Vs t)K(x : )
i=1

nhy, n

La démonstration se décompose en trois étapes principales. Dans un premier temps, nous établissons la consiste
forte de I'estimateur du maximum de vraisemblance (avec une vitesse préliminaire convenable)

L(h; Y
nh

n

A 1/2
sugé, (x) —0(x)| ”é'oq } +hy | =0(1).

xel
Ce premier résultat, combiné au developpement de Taylor de la forigtion) au voisinage dé (x), nous conduit a
réduire I'étude asymptotique de la déviat@ix) — 6 (x) a celle d'un terme de régression, i.e.

nh, Y2 . nhy VY[ Fa(x,0(x))
_ 0, —0 = ~ 1).
{L(hnl)} {6n (0 =6} {L(h,,l)} {—r,’,(x,f?(x)) } +oth

Le reste de la démonstration consiste alors a établir la vitesse de convergence presque s(re et une loi limite pour
terme au numérateur, puis, en utilisant un argument du type Slutsky en combinaison avec I'étude du terme aléatoi
au numérateur, nous obtenons (5). Les outils de démonstration sont principalement fondés sur la théorie moder
des processus empiriques et plus particulierement les travaux développés par Einmahl et Mason [3] et Deheuvels
Mason [2].
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