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Résumé

Nous définissons dans le cas dyadique la notion d’extension de covariance par étape positive, qui est I'analogue de I'extensio
centrale dans le cas classiq@eur citer cet article: D. Alpay, D. Volok, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 342 (2006).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réserveés.

Abstract

Stationary processes on the dyadic tree: prediction and covariance extensioe define for multiscale dyadic stationary
processes the notion of one step positive extension of the covariance matrix, which is the counterpart of the central extension in thi
single scale caséo citethisarticle: D. Alpay, D. Volok, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 342 (2006).

0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réserves.

Abridged English version

This is the third Note in a series where we study linear systems indexed by the nodes of an infinite homogeneous tre
T of orderg. In[2] and [1] we studied respectively the stationary and non-stationary case, and defined a corresponding
function theory in each of these cases. In the present Note we consider the case of stationary and isotropic stochast
processes indexed Wywheng = 2 (the dyadic tree). Let us recall first the main features of the gasd (that is,
the case of the integer$,= Z). Let x(n) be a second order wide-sense stationary process, with covariance function
E(x(n)x(m)*) = r(n — m). The prediction problem consists in minimizirg{|x(n + 1) + Z;'.:Oajx(jﬂz}. The
coefficientsa; satisfy the Yule-Walker equations

®,i1(a0ay ... a, D' =(00... 0% (the superscripgtdenotes transpoke

where®, 1= (r(j —i))i j=o,..nt1 andx =r(©0) — r(n +1)--- (1))@, 1(r(n + 1) ---r(1))" is the Schur comple-
ment of @, in ®@,,1. Related to this problem is the positive extension problem: given the Toeplitz ndgtrand
assumingd, > 0, find allr (n + 1) such thatd,, .1 > 0. As is well known (see, e.g., [10,8,9]), there is a special choice
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of r(n + 1) such that®, 7, is banded (that is, its,@ + 1 entry is equal to 0), and this choice corresponds to the
maximum entropy solution; it is called the central extension. In the Yule—Walker equations this corresponds to the
supplementary constrainp = 0. In applications the covariance functietr) is real (hence;(n) = r(—n)). In this

Note we study the analogs of the band extension when the integers are replaced by the nodes of the dyadic tree anc
particular we consider the special isotropic case which was studied in [5] and [4] (in the latter, isotropic processes ar
called stationary).

1. Arbres et processus stationnaires

Nous renvoyons a [7,5,3] pour le cadre général dans lequel nous travaillons. Un point a l'infini est par définition
une classe d’équivalence de chemins semi-infinis modulo un nombre fini de branches. Nous choisisons un tel poir
notéoos. Soientr ets deux sommets de I'arbre. Le sommet s est par définition le premier sommet commun aux
représentants deo qui contiennent ets. L'ordre < sur I'arbre est alors défini par< s sid(z,t As) <d(s,f As)
ou d désigne la distance entre deux sommets. Nous dirong que si d(t,r As) = d(s,t A s). Lopérateur de
déplacemeny sur I'arbre vers l'infini esty <t sid(ty, t) = 1. Il induit un opérateur linéaire isométrique g4(T)
par(yf)(®) = % f(ty). Un processus du second ordreindexé parJ est stationnaire si sa fonction de corrélation

estde laformeE (x;x;) =r(d(z,t As),d(s,t As)). Il estisotrope si
E(x;x5) = r(d(t, s)) = r(d(t, tAs)+d(s,t A s)).

SoientU etV deux sous ensembles de sommetgd&lotivés par la notion de processus stationnaire, nous dirons
qu’un opérateur borng: £2(U) — £2(V) est stationnaire s'il existe une fonctioriel que

(Seu, ev)epvy =r(du,u Av),d(v,u Anv)) (e estlabase canonique dg(7)).
L'opérateur sera isotrope $8e,, e,)e,v) = r(d(u,v)). Ces classes d'opérateurs ont été introduites dans le cas
U=V =7Tdans [6].
2. Prédiction
Dans le cag = 1 un intervalle fini d&Z est un ensemble maximal de diameétre donné. Nous définissons de la méme
maniére les intervalles dans le eas- 2. Chaque intervalle est alors de la forme
T,={teT: t znetd(t, o) <n} (1)

pour un certain choix dg € T etn € N.
Pour définir le probléme de prédiction nous fixons un élémgrtT et une suite croissante d’intervalles (qui
dépendent de))

TocTLC---, diam7,, =n,

et introduisonsV, = T, \ T,,—1 (lorsqueg = 1 etro = 0 nous avonsV, = {n}). De plus, pourQ C T nous définissons
I'ensemble des combinaisons linéaires a coefficients réels,dess Q par Q. Notons que

dimN, = 21"/,
Le probléme de la prédiction consiste a trouver un opéraﬁgu@ — T,_1 tel que pour chaque Na

E{ﬂ(Z(b,e,>x,+ > <Anb,eu>xu)}=o, Vv e T, 1.

ten, uely—1
Théoréme 2.1.Supposons que &,, > 0. Nous avons |’ anal ogue des équations de Yule-\Walker
®,.1 B T T
o (7)=C) o 0) (5= (%)
I * By D, Ny Ny

oux=D, — B;fqﬁn‘le,, est le complément de Schur de &,,_1 par rapport a @,,. En particulier, A,, est donné par la
formule A, = —® % B,.
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3. Extension en bandel§and extension)

Nous introduisond.,, = {r € T,;; t < o} (lorsqueg = 1 etzg = 0 nous avond.,, = {0}) et remarquons que

T, det Tuy1\ Lns1={t €T, 1oy <1 etd(ioy. 1) <n}.

Ce dernier ensemble est isométriqu&,voir (1)), et donc la compressich, de ®@,,;1 & fn’ est unitairement équi-
valente a®,. Lorsqueg = 1, cela est exactement la structure de Toeplitz.

Définition 3.1. Supposong,, > 0 et stationnaire. La matrice

) B, 11
& — n n-+
fa <B:+1 D’H‘l)

est appelée extension en bandefgesi elle vérifie les équations de Yule—Walker avegc. 1 de la forme

0\ — L,
An+l = R . Nn+1 — T/\—T .
n n n

Nous avons le théoréme suivant :
Théoreme 3.2. L' extension en bande existe, est unique. Elle est strictement positive et stationnaire.
Dans la preuve nous utilisons la notion suivante :

Définition 3.3. Une isométries : T, 11 +— T,11 est dite préserver la structurersi < ¢ pour tout choix de € 7,1 et
Sity e Tyy1=tyo =toy.
Pour une telle isométrie nous avons
d(u,u A v) =d(ua, (uo) A (va)), Yu,veT,41,
et donc I'opérateur unitaire induit
o Yﬂl — Yf:l, oe =e,-1

commute avec chaque opérateur stationnair’ﬁﬁ@.

Nou démontrons maintenant le théoréme. Deux situations sont a distingueesSpair,N,+1 N L, +1 = {#}, et
diamn, 41 < n 4+ 1. Au contraire nous avons, 1 N L,+1 # {#} et diamN,,+1 = n + 1 lorsquen est impair. Dans le
premier cas, les méthodes de [9] peuvent étre adaptées (voir en particulier [9, Theorem 1.1 p. 908]). Dans le secon
cas, nous perdons la structure de bande des données. Cette dichotomie n’apparait pagoisque

Existence. Nous commencons par le casmo@st pair. On a alord/,, .1 =N, =T, \ T,_;, etdonc

Gui1) —— L,
D,y1=D, et Bn+1:< ;, )11\’;1+1—>(/,i ,
n Tnfl

! ’

¥ /! anfl Bn z by . ) L, . , .
ou P, = est calculée a partir d@, par 'isométrie entrel;, et 7,,. Nous calculons5, ;1 de la maniére

(E),l)* Lr/’l
(1 — )
I’: 1

suivante : on a
et les équations de Yule—~Walker donnent

E, G, L,
=\ o 7.,)
n n—1 n—1

@, _1R,+B,=0 et C,R,+Gny1=0,

d‘oli nous obtenon& 1= C, (¥ _;)~1B.



240 D. Alpay, D. Volok / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 342 (2006) 237-241

Dans le second ca@$,+1 = N, U (N,+1 N L,+1), ot I'union est disjointe. Nous avons les décompositions

pea=(, o) () = (nimn,s)
n+l— N N
P:—i—l Ont1 Npt1N Lpta NpjaNLya

Gnt1 Fapa N, L,
Byy1= ( ;, Hn /n\ —> //i .
n n+1 NyiaNLya Tn—l

L'opérateur P, 1 est déterminée de maniére unique par I'opérateyr; du fait de la stationnarité. Les opérateurs
H,.1 et Q0,1 sontdes entrées d&, et donc connues. Les équations de Yule-Walker nous donnent

(Gn-i-l Fn+1) =C, (‘p,/q_l)_l(B;; Hn+1)~

et

Positivité. La positivité de I'extension se démontre de maniére classique en calculant un complément de Schur. |
s’agit de montrer que

Dyy1— B} 1Py Byt = Dyt — RE®, 4R, > 0. ()
Lorsquen est pair nous avons

Dys1— R;®, 1Ry =D}, — (B,)"(®,_1) "B, >0

n
puisque cette expression est le complément de Schiw,dkans®,,. Lorsquen est impair,
D, —(B)*(®,_1)"*B,  Pat1- (B;l)*@,’,p—le)

P*

Dyi1— RI®! R, = < - -
! n+1 HI’T+1(¢;1—1) 1B}fl Ont+1— H:+1(q),/1_1) 1Hl’l+1

Lemme 3.4.Supposons n impair. |l existe alors une isométrie p: T,+1 — T,+1 qui préserve la structure et telle
(Nn+1N Lyy1)p = Ly.

Une telle isométrie induit un opérateur unitajgresur T’,;l tel que

H;z-i-l:PC:P*, Pn+1=PG:+1,0*, Qn+l:pEn:0*-
Nous avons donc :

Pyi1— (B;Q)*(‘pr/z—l)_lHnH =pGui1p” — (B;/z)*(@r/z—l)_lpcfp* =p(Gpiq— (B;Q)*(q)r/z—l)_lcrf)/)* =0,
i

puisque(B,)*, @, _,; sont stationnaires e@ T, _, sont des sous espagesnvariants déﬁ;l. De plus

n

Ont1— H:+l( ;271)71Hn+1 = p(En - Cn( ;71)716,:)/)* >0

puisqueE, — C,(®! _,)~1C; estle complément de Schur @ dans®,. On en déduit que (2) a lieu.
Sationnarité. La stationnarité se montre a partir du lemme suivant :

Lemme 3.5.Etant donnés des sommets 11, f» € N1 €t s1, s2 € L, telsque

d(t1,t1 As1) =d(tp, t2 As2) €t d(s1,t1 As1) =d(s2,t2 A s2),
il existe uneisométrie t: T,,+1 — T,+1 Qui préservela structure et telle que s1t = s2, 117 = 12, Ny+1T = Nyy1.
I

En effet, les sous espacé%, N}, T, _, sont invariants pour I'opérateur unitaite T/HL — TZIl. Lorsquen est

I

pair il suffit de montrer qué&s,, 1 est stationnairetG,,+1 = G, +17. Nous avons :
"G g1t =T Cy( ;71)71B,/1r = (t*C,,r)(t*(@,’171)711)@*3,’;).

Ces égalités permettent de conclure puisque tous les blocs dans les décomposifigrspdeencore stationnaires.
Dans le second cas, il faut montrer qu&,+1 F,+1) est stationnaire. La démonstration est semblable.
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4. Processus isotropes

Dans cette section nous considérons le cas particulier isotrope et nous pouvons utiliser les méthodes de la sectic
précédente. Nous avons :

Théoreme 4.1.Supposons @, > 0 et isotrope. L' extension en bande &,,,1 est isotrope.

Nous caractérisons maintenant les processus isotropes en utilisant les méthodes de [2] et [3]. Rappelons (voir [3]
que les opérateurs stationnaires sont de la forme

00
S= Z So,mwm | + Z (Vna)msn,m + S—n,mme*"), (3)
m=0 n>1,m>0

ou less,, , € C et oliw,, = y™y*™ — ymtlym+lx

Théoréme 4.2. Un opérateur borné S: £2(T) > £2(T) est isotrope si et seulement si les s, , sont réels et satisfont
lesrécursions

m

S—nm =Sn,m = an+2£,0, n,me N (4)
£=0
Dans ce cas nous avons

m o0
Snm = Z 2e+”/2(r(n +20)—r(n+20+ 2)) e r(n)= Z 27k/2sk,0.
=0 k=n

5. Conclusions

La méthode exposée nous permet de résoudre le probléme d’extension des covariances de maniére itérative. No
remarquons que la plupart des définitions et résultats restent valables dang fe 2aGependant, dans la démonstra-
tion du Théoreme 3.2),,+1 est déterminée par les entréesiie, et les calculs semblent beaucoup plus compliqués.
C’est la raison pour laquelle nous considérons uniquement le cas dyadique dans cette Note. Enfin, nous remarquol
que les formules (4) et (3) permettent de reformuler les problemes décrits dans les premiéres sections de la note |
d’obtenir des nouveaux problémes pour le gas 1.
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