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Résumé

On donne une estimation de I'erreur en norfte pour I'interpolation par des fonctions splines sous tension et on établit un
résultat de convergence dans I'espace de Sobolev clasBigureciter cet article: A. Bouhamidi, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. |
342 (2006).
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Abstract

Error estimates for interpolating thin plate splines under tension.In this Note, we give some results on thg-error estimates
and convergence in the Sobolev space for the interpolation by thin splines under t@ogitathis article: A. Bouhamidi, C. R.
Acad. Sci. Paris, Ser. | 342 (2006).
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1. Interpolation par splines sous tension

Le concept des courbes splines sous tension a été introduit par Schweikert [10]. Sa généralisation aux fonctions
deux variables a été donnée, d’'une fagcon empirique, par Franke [6]. L'étude des splines sous tension dans un cad
d’espaces fonctionnels « de type Sobolev » a été faite dans [2]. $aignt 0 deux entiers positifs. On considere I'es-
paceX™ (R?) = {u € D'(R?Y), D% e L?(R?) for || = m, m + 1}, ou D’ (R?) est I'espace classique des distributions
surR? et D* désigne la dérivée partielle

" glel
Du=———u.

dxyte -y
On munit 'espaceX™ (R?) du semi-produit scalaire suivant

UV) Rt = Z @/D"‘u()c)D"‘v(x)dx—i—ﬂ:2 Z Z—:/Dau(x)D“v(x)dx. Q)
R4 R4
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La semi-norme associée au semi-produit scalaire (1) est hdjée g = /(uu),, , ga. Le parametre > 0, appelé
paramétre de tension, donne un compromis entre les deux splines dio#dteetm. L'expérience numérique montre
que lorsque le paramétredevient de plus en plus grand la spline sous tension tend vers la spline pseudo-linéaire
et lorsque au contraire ce parametre devient de plus en plus petit alors la spline sous tension tend vers la spli
pseudo-cubique [1,3].

Sous I'hypothése: > ‘—é, I'espaceX™ (R¢) muni du semi-produit scalaire (1) et de sa semi-norme associée est en
fait un sous-espace semi-Hilbertien de I'espd¢&?) des fonctions continues si¢ a injection continue [2]. Le
noyau de la semi-norme associée a (1) est I'espace des fonctions polynomidkésdridegré< m — 1 noté ici

,,_1(RY) de dimension notéé(m) := %

Soient£2 un sous-ensemble non vide Bé et A := {x1, ..., xy} C £2 un ensemble fini d& points deux & deux
distintcs aveaV > d(m). On suppose qué contient un sous-ensemhig, _1(R¢)-unisolvent. Cela est equivalent au
fait que chaque polynéme d&,_1(R?) qui s’annule surd est identiquement nul.

SoientA™ I'opérateur de Laplace itéré d’ordre et la mesure de Dirac a I'origine. On rappelle qu’une solution
élémentaire (ou fondamentale) de I'opérateur différentiel)”+1(A™+1 — 12A™) est une distribution tempérée
&, 4 SUrR? générée par une fonction encore nofég,, telle que

D" (A" D, 4 — TPA" B, ) = 6.

Pourd =1, 2, 3 une solution élémentair,, ; a pour expression (cf. [2,4])

2m—1
(G Sy (—zlxp*
Do (e e - pourd =1,
k=0
(_1)771 m—1 -
Dy a(x) = 2m< T 2|X|2"In(|x|)+K0(t|x|)> pourd = 2, 2
2rt =5 kD
2m—2
(G Ay — (—zlxD* B
A e x| (e k;) K pourd =3

ol |x| désigne la norme euclidienne delansR? et Ko désigne la fonction de Bessel de seconde espéce.
Soit f une fonction définie suf2. Le probléme variationnel suivant

Min - ul, . g, 3)
M‘A:f
uexm(Rd)

a une solution unique notée? qui s’écrit d’une maniére unique sous la forme

N d(m)
A = MiPpac —xi) + Y ajg; (), (4)
i=1 j=1

ouU (¢1, - -, gaem)) €St une base de 'espags,_1(R?). Les coefficients; eta; donnés dans (4) sont calculés par
résolution du systéeme linéaire

KM\ (2 _(z
M O o) \O
ou A, o etz sont les vecteurs donnés pae (A1, ..., An)", @ = (@1, ..., Qm)) " €tz = (f(x1),..., f(xn))T, K est

la matrice de tailleV x N donnée paK = (@, 4(x; — X;))1<i, j<N» M7 est la transposée de la matrikede taille
d(m) x N donnée paM = (g (x;)) 1<i<dm) €t O estla matrice nulle de taillé(m) x d(m).

IS/<N
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2. Estimation de I'erreur et convergence

Dans cette partie, on propose des résultats sur I'estimation de I'erreur. On suppose que la dimension de I'espac
estd > 2. On suppose qu€ est un ouvert borné non vide @¢. On considére la semi-nornje Im.z.2 définie sur
I'espace de Soboleii”+1(£2) = W"+12(82), associée au semi-produit scalaire suivant

1
flOmea= (’“ ! / DfD gy dr +72 Y / D® f(x)D“g(x) dx. (5)
la|=m+1 lt|=m

La proposition suivante a été donnée dans [7,8]

Proposition 2.1. Soient2 un ouvert borné non vide d&? et R, désigne I'opérateur des restrictionssa, alors
Ro(X™(RY)) = Ro(H™TL(R?)). De plus, si2 est a frontiére lipschitzienn@u sens de N&s[9]), alors I'opérateur
Ry, est linéaire et continu d&™ (R?) sur H"™t1(£2).

On donne alors la proposition suivante
Proposition 2.2.Soit$2 un ouvert borné connexe @¢ a frontiére lipschitziennéau sens de Nms[9]) et contenant
un sous-ensembl@,,_1-unisolvent. Pour toute fonctiofi € H”+1(£2), le probléme variationnel
Min ul,, . g, (6)
ueX™R4)
ugo=f

a une solution uniqug'?, et on a| f<2 2 R = fA|m emd T 12— A2 2 gaOU f# est la solution du probléme
variationnel(3). De plus, il existe une constanke (dépendant de: et 2) tel que

1
|f |m1,,Rd <Kl|flmro, VfeH" ().
On donne le théoréme suivant sur I'estimation locale de I'erreur

Théoreme 2.3.Pour toutM > 1, pour toutp € [2, oo] et pour tout multi-indicer tels quela| < m — % + %, il existe
R > 0 (dépendant d€ etm) et il existeC > 0 (dépendantdé/, R, d, m, a, p ett) tels que pour touk > 0 et pour
toutr € R? la boule B(r, Rh) de centrer et de rayonRh contientd (m) boulesBy, ..., Baam) centrées a l'origine et
de rayon telles que

o m |a\—4+4
|D u”LP(B(t,MRh)) < Ch 277 |tlm v, B(t.MRR)

pour toutu € W™tL2(B(¢+, M Rh)) qui s’annule au moins en un point de chaque bagie. .., Bi(m)-
La propriété du cone intérieur est définie comme suit

Définition 2.4. On dit qu’un ouvert non vide2 de R? a la propriété du cone intérieur de rayorn- 0 et d’angle
6 € (0, w/2) si pour toutr € £2 il existe un vecteur unitaire(r) € R4 tel que le con& (1, £(1), 0, r) = {t +Ain; n e RY,
Inl=1n'-£@)>cosd, 0< A <r}estentiérement contenu daf?s

La proposition suivante est due a Duchon [5],

Proposition 2.5 (Duchon [5]) Soit£2 un ouvert non vide d&¢ vérifiant la propriété du cone intérieur de rayon
r > 0 et d’'angled, alors il existe deux constantd$ et M; (dépendant dé et ded) eteg (dépendant dé etr) tels
que, pour touk tel quel < ¢ < g il existe T, C £2 vérifiant

(i) B(t.e) C 2 pourtoutr e T,, (i) 2 | J B4t Me), (i) Y 1pg.ae) < M.

teTy teTy

ou B(z, R) désigne la boule fermée de centret de rayonR et 1y est la fonction indicatrice de I'ensembie
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Remarquons que la condition (iii) signifie que tout paide 2 appartient a au pludf; boulesB(z, M1¢) centrées
surTs.
A partir de I'estimation locale de I'erreur, en s’appuyant sur le fait upossede la propriété du cone et grace a
la Proposition 2.5, on montre alors un résultat sur I'estimation globale de I'erreur ennoncé dans le théoréme suivant

Théoréme 2.6. Soit £2 un ouvert borné convexe non vide Bé a frontiére lipschitzienne. Soit un entier avec
m > d/2, alors il existehg > 0 (dépendant de&2, m et d) tel que pour toutp € [2, oo] et pour tout multi-indicex

avecla| <m — % + % il existe une constant€ (dépendant d&2, d, m, « et p) et une constant®& (dépendant de

2 etm) telles que pour toute fonctiofi appartenant &4 *1(2) et pour tout ensemble fipd c £2 contenant un
sous-ensemblH,,_1(R)-unisolvent et vérifiank = sup.ginfsealt —al < ho,ona

Cgl—did
HDa(f_fA)HLp<Q)<Chm ! 2+,,’fﬂ_fA‘mde

—lal—44d
g CKhm |C(‘ 2+p|f|m,‘[’ﬂ~

Linfluence sur les résultats d’estimation de I'erreur du paramétpparait dans le tern¢|,, ... Le corollaire
suivant traduit un résultat de convergence

Corollaire 2.7. Soit£2 un ouvert borné convexe non vide Bé a frontiére lipschitzienne. Soit un entier> d,2,
soita un multi-indice etp € [2, 0o] tels quela| <m — § + %. Pour toute fonctionf € H™1(£2) et toute > 0, il

existehg > 0 tel que pour tout ensemble figi C 2 contenant un sous-ensembilg, _1 (R%)-unisolvent et vérifiant
h=sup_ginfscqlt —a| <hg,0na

d
p

[D%(f = ) gy < ™1
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