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Résumé

Soit (M,g) une variété riemanniene complète sans bord de dimension n. Soit V un champ de vecteurs de classe C2 sur M tel
que r(x)|V (x)| soit borné. On suppose qu’en dehors d’un compact de M on a Ricg(x) � −min{λ(r(x)) − μ∇V (x),β(r(x))}, où
μ∇V est la plus grande valeur propre de ∇V et λ,β sont des fonctions décroissantes non négatives avec limt→+∞ t2λ(t) = 0.
Il existe des constantes positives bn et cn dépendant seulement de n et ‖V ‖∞ tels que si h est une fonction de classe C2 sur M

vérifiant �h � −cna2 et lim supR→∞ R−2 minx∈Bp(3R)\Bp(R) h(x) � −bna2 où 0 � a < lim infj→∞ h(zj ) pour (zj ) une suite
de points de M vérifiant r(zj ) → ∞, alors l’équation �u(x) + V (x) · ∇u(x) + h(x)u(x) = 0 n’admet pas de solution positive de

classe C2 sur M . Pour citer cet article : S. Asserda, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 342 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

A Liouville theorem for Schrödinger operator with drift. Let (M,g) be a complete Riemannian manifold without bound-
ary of dimension n and V be a C2 vector field on M such that r(x)|V (x)| is bounded. Suppose that Ricg(x) � −min{λ(r(x)) −
μ∇V (x),β(r(x))} outside a compact set of M , where μ∇V denotes the upper eigenvalue of ∇V and λ,β are non-negative decreas-
ing functions such that limt→+∞ t2λ(t) = 0. There exists positive numbers bn and cn which depend only on n and ‖V ‖∞ such that
if h is a C2 function defined on M with �h � −cna2 and lim supR→∞ R−2 minx∈Bp(3R)\Bp(R) h(x) � −bna2, where 0 � a <

lim infj→∞ h(zj ), where (zj ) is a sequence of M such that r(zj ) → ∞, then the equation �u(x) + V (x) · ∇u(x) + h(x)u(x) = 0

has no positive C2 solution on M . To cite this article: S. Asserda, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 342 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Let M be a complete Riemannian manifold without boundary of dimension n with the Riemannian connection ∇ .
Let V be a vector fields on M and h be a C2 function defined on M . We look for the behaviour of positive C2(M)

solutions of the equation:

�u(x) + V (x) · ∇u(x) + h(x)u(x) = 0. (1)
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If V ≡ 0, this equation was first studied by Li and Yau [6] and later by Li [5], Negrein [8] and Melas [7]. Our main
result is the following Liouville type theorem:

Theorem 0.1. Let (M,g) be a complete Riemannian manifold without boundary. Let V be a C2 vector field on M

such that r(x)|V (x)| is bounded. Suppose that

Ricg(x) � −min
{
λ
(
r(x)

) − μ∇V (x),β
(
r(x)

)}
outside a compact set K ⊂ M , where μ∇V (x) denotes the upper eigenvalue of ∇V at z ∈ M and λ(t), β(t) are
decreasing nonnegative functions on R+ such that limt→+∞ t2λ(t) = 0. There exist positive numbers bn and cn which
depend only on n and ‖V ‖∞ such that if h is a C2 function defined on M with

lim sup
R→∞

R−2 min
x∈Bp(3R)\Bp(R)

h(x) � −bna
2,

where Bp(R) denotes the geodesic ball of radius R centered at fixed point p ∈ M , and

�h(x) � −cna
2

for all x ∈ M , where 0 � a < lim infj→∞ h(zj ) with (zj ) is a sequence of M such that r(zj ) → ∞, then the equation
�u(x) + V (x) · ∇u(x) + h(x)u(x) = 0 has no positive C2 solution on M .

Here ∇V denote the tensor defined by ∇V (X,Y ) = ∇XV ·Y where X, Y are vector fields and ∇XV the associated
Riemannian covariant derivative of V with respect to X.

Corollary 0.2. Let (M,g) be a complete Riemannian manifold without boundary and V be a C1 vector field on M

such that r(z)|V (z)| is bounded. Suppose that Ricg(x) � −min{λ(r(x)) − μ∇V (x),β(r(x))} outside a compact set
K ⊂ M where μ∇V (x) is the upper eigenvalue of ∇V at x ∈ M and λ(t), β(t) are decreasing nonnegative functions
such that t2λ(t) is bounded. Let h be a C2 function defined on M that is lim infj→∞ h(zj ) = +∞, where (zj ) is a
sequence of M such that r(zj ) → ∞ and h(z) satisfies that �h(z) and (1 + r(x))−2h(x) are bounded from below.
Then Eq. (1) has no positive smooth solution.

Proof of Corollary 0.2. Choose a sufficiently large constant a such that the assumptions of Theorem 0.1 are satisfied.
This is possible since lim infj→∞ h(zj ) = +∞. �

The following proposition gives a sufficient condition for the nonexistence of solutions with finite energy of the
Laplacian equation with drift (see [3] for the Laplacian equation).

Proposition 0.3. Let M be a complete noncompact Riemannian manifold. Let V be a C1 vector field on M such that

(i) |V (x)| � φ(r(x)) for all x ∈ M , where φ : R+ → R+ such that:
∫ ∞

1
dt

φ(t)
= ∞;

(ii) 2μ∇V < divV pointwise M .

Then any C2 solution u on M with finite energy of the equation �u + V · ∇u = 0 is a constant function.

1. Introduction

Soit M une variété riemanniene complète sans bord, de dimension n, munie de la connexion de Levi-Civita ∇ .
Soit V un champ de vecteurs dans M et h une fonction de classe C2 dans M . On s’interesse au comportement des
solutions positives C2 sur M de l’équation :

�u(x) + V (x) · ∇u(x) + h(x)u(x) = 0. (2)

Pour V ≡ 0, cette équation a été étudiée en premier par Li and Yau [6] et puis par Li [5], Negrein [8] et Melas [7].
Notre résultat essentiel est le théorème de type Liouville suivant :
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Théorème 1.1. Soit (M,g) une variété Riemanniene complète sans bord de dimension n. Soit V un champ de vec-
teurs de classe C2 sur M tel que r(x)|V (x)| soit borné. On suppose qu’en dehors d’un compact K de M on a
Ricg(x) � −min{λ(r(x))−μ∇V (x),β(r(x))} où μ∇V (x) désigne la plus grande valeur propre de ∇V au point z ∈ M

et λ(t), β(t) sont des fonctions positives décroissantes sur R+ avec limt→+∞ t2λ(t) = 0. Il existe des constantes po-
sitives bn et cn dépendant seulement de n et ‖V ‖∞ telles que si h est une fonction de classe C2 sur M vérifiant

lim sup
R→∞

1

R2
min

x∈Bp(3R)\Bp(R)
h(x) � −bna

2, (3)

où Bp(R) désigne la boule géodésique de rayon R centrée en un point fixé p ∈ M et

�h(x) � −cna
2 (4)

pour tout x ∈ M où 0 � a < lim infj→∞ h(zj ), où (zj ) est une suite de points de M telle que r(zj ) → ∞. Alors
l’équation �u(x) + V (x) · ∇u(x) + h(x)u(x) = 0 n’admet pas de solution positive C2 sur M .

Ici ∇V désigne le tenseur défini par ∇V (X,Y ) = ∇XV · Y où X, Y sont des vecteurs tangents à M et ∇XV est la
dérivée covariante de V par rapport à X.

Corollaire 1.2. Soit (M,g) une variété riemanniene complète sans bord de dimension n. Soit V un champ de vecteurs
de classe C2 sur M tel que r(x)|V (x)| soit borné. On suppose qu’en dehors d’un compact K de M on a Ricg(x) �
−min{λ(r(x)) − μ∇V (x), β(r(x))} où μ∇V (x) désigne la plus grande valeur propre de ∇V au point z ∈ M et
λ(t), β(t) sont des fonctions positives décroissantes sur R+ telles que t2λ(t) soit bornée. Soit h une fonction C2

définie sur M telle que lim infj→∞ h(zj ) = +∞, où (zj ) est une suite de M avec r(zj ) → ∞, et les fonctions �h(z)

et (1 + r(x))−2h(x) sont minorées. Alors l’Éq. (2) n’admet pas de solution positive C2 sur M .

Démonstration du Corollaire 1.2. On choisit une constante a assez grand de sorte que les hypothèses du théorème
soient vérifiées. C’est possible car lim infj→∞ h(zj ) = +∞. �

La proposition suivante donne une condition suffisante de nonexistence de solution d’energie finie de l’équation
�u + V · ∇u = 0 (voir [3] pour le laplacien) :

Proposition 1.3. Soit M une variété riemanniene complète non compacte. Soit V un champ de vecteurs de classe C1

dans M tel que :

(i) |V (x)| � φ(r(x)) pour tout x ∈ M , où φ : R+ → R+ tel que
∫ ∞

1
dt

φ(t)
= ∞ ;

(ii) 2μ∇V < divV en tout point de M .

Alors toute solution u de classe C2 et d’énergie finie sur M de l’équation �u + V · ∇u = 0 est constante.

2. Une estimation de type gradient asymptotique

Le Théorème 1.1 est une conséquence du lemme suivant qui est une estimation de type gradient asymptotique. Si
h = 0, une estimation globale du gradient a été établie dans [4]. Dans la suite, la lettre C désigne une constante qui
dépend seulement de n ou ‖V ‖∞ et qui peut varier d’une formule à l’autre.

Lemme 2.1. Soit (M,g) une variété riemanniene complète sans bord de dimesion n. Soit V un champ de vecteurs de
classe C2 dans M tel que r(x)|V (x)| soit borné. On suppose que

Ricg(x) � −min
{
λ
(
r(x)

) − μ∇V (x),β
(
r(x)

)}
en dehors d’un compact K de M , où μ∇V (x) désigne la plus grande valeur propre de ∇V au point x ∈ M et λ(t), β(t)

sont des fonctions non négatives et décroissantes sur R+. Aussi, soit ε, δ des nombres positifs vérifiant n(ε + 2δ) < 1.
Soient z ∈ M \ {p} un point fixé tel que B(z, r(z)/2) ⊂⊂ M \ K et h une fonction C2 définie sur M telle que

− min h(x) < C1r(z)
2δ2a2 et min �h(x) � −

(
1 − ε − 2δ

)
a2, (5)
x∈B(z,r(z)/2) x∈B(z,r(z)/2) n
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où 0 � a < maxx∈B(z,r(z)/4) h(x). Si u est une fonction positive de classe C2 sur M solution de l’équation �u(x) +
V (x) · ∇u(x) + h(x)u(x) = 0, pourvu que r(z) satisfasse à r(z) > max(1/(δ

√
C1a),1), on a :

|∇u|2
u2

+ h � min

{
C(1 + √

β(r(z))r(z))

δr(z)2
,

2λ(r(z))

ε
+

√
C1aδr(z)

√
2λ(r(z))√

ε

}
(6)

dans B(z, r(z)/4).

Démonstration. Soit u une solution positive �u(x) + 〈V (x),∇u(x)〉 + h(x)u(x) = 0. Comme Yau [9] et Cheng–
Yau [2], on pose f = logu. Alors f vérifie �f = −ω − V · ∇f où ω := |∇f |2 + h. La formule de Bochner–
Lichnerowicz–Weitzenbök implique :

�ω � 1

n
ω2 + 2

n
ωV · ∇f − 2∇f · ∇ω − |V |2|∇f |2 + 2(Ric−∇V )(∇f,∇f ) + �h. (7)

Soit η ∈ C2(R+) tel que η = 1 si 0 � t � 1
4 , η(t) = 0 si t � 1

2 et 0 � η � 1,−Cη1/2 � η′ � 0 et η′′ � −C. Si
x ∈ B(z, r(z)/2) on pose φ(x) = η(d(x, z)/r(z)). On a |∇φ|2 � Cφr(z)−2. Puisque Ric(g) � −β(r(x)), d’après le
théorème de comparaison des laplaciens : �φ � −Cr(z)−2(1+√

β(r(z)/2) r(z)). Les inégalités Ric(g) � μ∇V (x)−
λ(r(x)) et (7) entraînent :

φ�(φω) − 2∇φ · ∇(φω) + 2φ∇f · ∇(φω) � 1

n
(φω)2 + 2

n
φ2ωV · ∇f − φ2|V |2|∇f |2

− 2|∇φ|2ω − 2φω∇f · ∇φ − 2φ2λ
(
r(z)/2

)|∇f |2 + φ2�h + φω�φ. (8)

En utilisant l’argument classique de Calabi [1], on peut supposer que le point x1 ∈ B(z, r(z)/2)), où la fonction φω

atteint son maximum n’est pas un point focal à z. On peut supposer que φ est C2 au voisinage de x1. Puisque φ = 1
sur B(z, r(z)/4) et ω � h sur M , au point x1 on a :

∇(φω) = 0, �(φω) � 0, φω � max
x∈B(z,r(z)/4)

h(x) > a.

L’inégalité (8) entraîne :

1

n
(φω)2 + φ2�h � −2

n
φ2ωV · ∇f − 2φω∇f · ∇φ + 2ω|∇φ|2

+ φ2|V |2|∇f |2 + 2φ2λ
(
r(z)/2

)|∇f |2 − φω�φ. (9)

En utilisant les propriétés de φ et les hypothèses sur Ricci et V , l’inégalité précédente entraîne :

1

n
(φω)2 + φ2�h � −2

n
φ2ωV · ∇f − 2φω∇f ∇φ + φ2|V |2|∇f |2 + 2ω|∇φ|2

+ 2φ2λ
(
r(z)/2

)|∇f |2 + Cφω

r(z)2

(
1 +

√
β
(
r(z)/2

)
r(z)

)
; (10)

puisque φ � 1 sur B(z, r(z)/2), r(x1) � r(z)/2 et r(z) > max(δ−1(C1a)−1/2,1), les trois premiers termes du membre
de droite de (9) s’estiment comme suit

2

n
φ2ω|V · ∇f | � Cφω|V |√φ(ω − h)

� Cφω

√
φ
(
ω − min

B(z,r(z)/2)
h
)

� C|V |φω

√
φω + C1r(z)2δ2a2 d’après (5)

� C|V |φω

√
φω

(
1 + C1δ2ar(z)2

)
� Cδ

√
C1 r(x1)

∣∣V (x1)
∣∣(φω)2

� Cδ
√

C1 (φω)2
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pourvu que C1 est suffisament petit. De même, on a :

2φω|∇f · ∇φ| � Cδ
√

C1(φω)2,

φ2|V |2|∇f |2 � CδC1(φω)2,

2ω|∇φ|2 � Cr(z)−2φω.

Si, de plus, C1 est choisi de sorte que C
√

C1 + CC1 < 1, comme �h � −( 1
n

− ε − 2δ)a2 sur B(z, r(z)/2), on a
finalement

(ε + δ)(φω)2(x1) � 2λ
(
r(z)/2

)
φ(x1)(ω − h)(x1) + C(1 + √

β(r(z)/2) r(z))

r(z)2
(φω)(x1).

Donc ou bien

δ max
B(z,r(z)/2)

(φω) � C(1 + √
β(r(z)/2) r(z))

r(z)2
(φω)(x1),

ou bien

ε(φω)2(x1) < 2λ
(
r(z)/2

)
φ(x1)

(
ω(x1) − h(x1)

)
.

En utilisant l’inégalité quadratique, on obtient, pour tout x ∈ B(z, r(z)/4),

|∇u(x)|2
u(x)2

+ h(x) � min

{
C(1 + √

β(r(z)/2)r(z))

δr(z)2
,

2λ(r(z)/2)

ε
+ C

√
C1δr(z)a

√
2λ(r(z)/2)√

ε

}
,

pourvu que r(z) > max(1/(δ
√

C1a),1). �
Démonstration du Théorème 1.1. Suivant [7], on choisit bn et cn de sorte que cn < 1

n
et bn < C1

8 ( 1
2n

− cn

2 )2, C1 est
la constante du Lemme 2.1. Soient ε > 0 et δ > 0 tels que n(ε + 2δ) < 1, et

1

n
− ε − 2δ = cn, C1δ

2 > 8bn.

Puisque lim infj→∞ h(zj ) � lim infj→∞ maxx∈B(zj ,r(zj )/4) h(x), pour j assez grand,

0 � a

2
< max

x∈B(zj ,r(zj )/4)
h(x).

Remarquons que B(zj , r(zj )/2) ⊂ B(p,3r(zj )/2) \ B(p, r(zj )/2), d’après (3) pour j assez grand,

min
x∈B(zj ,r(zj )/2)

h(x) � −8bnR
2a2.

Le Lemme 2.1 entraîne alors

h(zj ) � C

(
1

r(zj )
+ r(zj )

√
λ
(
r(zj )/2

))
.

Ce qui contredit lim infj→∞ h(zj ) > 0. �
Démonstration de la Proposition 1.3. L’identité suivante est obtenue par un calcul immédiat :

2∇V (∇u,∇u) = div
(
2V (u)∇u − |∇u|2V ) − 2V (u)�u + divV |∇u|2.

Puisque �u + V (u) = 0 on a

div
(
2V (u)∇u − |∇u|2V ) + 2|V · ∇u|2 = 2∇V (∇u,∇u) − divV |∇u|2.

Si B(p,R) ⊂ M , d’après la formule de Green,

2
∫ [

V (u)ν(u) − |∇u|2〈V,ν〉] + 2
∫ ∣∣V (u)

∣∣2 =
∫ [

2∇V (∇u,∇u) − divV |∇u|2].

∂B(p,R) B(p,R) B(p,R)
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Comme |V (x)| � φ(r(x)) et 2μ∇V � divV , on déduit

0 �
∫

B(p,R)

[
divX − 2μ∇V (x)

]|∇u|2 � 3φ(R)

∫
∂B(p,R)

|∇u|2.

La formule coaire et la condition sur φ assurent l’existence d’une suite Rj telle que

lim
j→∞φ(Rj )

∫
∂B(p,Rj )

|∇u|2 = 0.

D’après le théorème de convergence monotone, il vient :

lim
j→∞

∫
M

χB(p,Rj )

[
divX − 2μ∇V (x)

]|∇u|2 =
∫
M

[
divX − 2μ∇V (x)

]|∇u|2 = 0,

puisque divX − 2μ∇V > 0 en tout point de M , la fonction u est constante. �
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