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Résumé

Dans un preprint récent George M. Bergman a étudié la propriété suivante :
pour tout ensemble X de générateurs du groupe G, il existe un entier n tel que tout élément de G est le produit de n éléments de

X ∪ X−1. Nous dirons dans ce cas que G a la propriété de Bergman.
Nous avons résolu certaines des questions posées dans le preprint mentionné ci-dessus et avons jugé pertinent d’étudier cette

propriété dans un contexte plus général, en particulier celui des anneaux (essentiellement des anneaux de Boole). Pour citer cet
article : A. Khelif, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 342 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

About the Bergman property. In a recent preprint, George M. Bergman has investigated the following property:
for any generating set X of the group G there exists an integer n such that any element of G is a product of n elements of

X ∪ X−1. We will say in this case that G has the Bergman property.
We have solved some of the questions asked in the above mentioned preprint and have found it suitable to investigate this

property in a more general context, in particular for rings (essentially Boolean rings). To cite this article: A. Khelif, C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. I 342 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Nous dirons qu’un groupe est de cofinalité non dénombrable (cette propriété avait été introduite apparemment par
Serre et a été étudiée par Koppelberg et Tits) s’il n’est pas la réunion d’une suite croissante de sous-groupes propres.
Nous dirons qu’un groupe a la propriété de Bergman forte s’il est de cofinalité non dénombrable et qu’il a la propriété
de Bergman.

Nous montrons que la propriété de Bergman (respectivement la propriété de Bergman forte) n’est pas toujours
préservée (respectivement est préservée) par passage aux sous-groupes d’indice fini. Nous montrons qu’un groupe
infini résoluble par fini n’a pas la propriété de Bergman et nous en déduisons le résultat de théorie des modèles
suivant : un groupe ω-stable de rang de Morley fini n’a pas la propriété de Bergman. Nous prouvons qu’un groupe
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ℵ1-existentiellement clos a la propriété de Bergman forte mais qu’aucun groupe existentiellement clos dénombrable
n’a la propriété de Bergman.

Koppelberg et Tits ont prouvé qu’une puissance cartésienne d’un groupe fini parfait est de cofinalité non dénom-
brable. Nous étudions les puissances booléennes d’un tel groupe et constatons que si elles ont la propriété de Bergman,
elles ont la propriété forte de Bergman.

Les démonstrations des résultats ci-dessus seront publiées ultérieurement. Nous nous bornerons ici à des indications
très brèves.

Théorème 1. La propriété de Bergman forte et celle d’être de cofinalité non dénombrable sont préservées par passage
aux sous-groupes d’indice fini.

Lemme 2. Soit G un groupe. Le groupe G a la propriété de Bergman forte si et seulement si toute application Φ de G
dans N vérifiant (∗) est bornée, où (∗) est la propriété :

« il existe un entier m tel que pour tous g,h éléments de G, Φ(gh) � Φ(g) + Φ(h) + m » (cf. le Lemme 10 de la
version définitive de [1]).

Contre-exemple 3. Il existe un groupe qui a la propriété de Bergman (mais pas la propriété de Bergman forte) ayant
un sous-groupe d’indice fini, en fait d’indice 2, qui n’a pas la propriété de Bergman.

C’est le résultat le plus difficile, on construit une chaîne de sous-groupes indexés par les ordinaux dénombrables
dont la réunion donne le contre-exemple. La construction utilise les extensions HNN.

Le Théorème 1 et le Contre-exemple 3 répondent aux questions 8 et 10 de la version initiale de [1].

Définition 4. On dit qu’un groupe G a la propriété P si et seulement si il existe un entier m et une application η de N

dans N telle que pour toute suite gn (n ∈ N) d’éléments de G, il existe des éléments u1, . . . , um de G tels que pour
tout entier n, chacun des gn s’écrit comme un mot ϕ (u1, . . . , um) de longueur � η(n).

Définition 5. On dit qu’un groupe G vérifie la propriété P∗ s’il existe un entier m et une suite de mots wn (n ∈ N)

tels que pour toute suite gn (n ∈ N) d’éléments de G il existe u1, . . . , um éléments de G tel que pour tout entier n,
gn = wn(u1, . . . , um).

Il est trivial que P∗ entraîne P. Par induction transfinie on peut construire un groupe vérifiant P mais pas P∗.

Théorème 6. Tout groupe qui vérifie P vérifie la propriété de Bergman forte.

A m fixé et à suite de mots fixée P∗ est stable par produit et par quotient.
A m fixé et η fixée P est stable par ultraproduit et quotient.
Par contre un groupe infini localement fini ne vérifie pas P, ceci donne des exemples de groupe vérifiant la propriété

de Bergman forte mais pas la propriété P. Entre autres les puissances booléennes infinies de groupes finis parfaits non
triviaux vérifient la propriété de Bergman forte (voir Théorème 17) mais pas la propriété P.

Théorème 7. Les groupes symétriques sur des ensembles infinis, les groupes d’automorphismes de chaînes
2-transitives, ainsi que les groupes ℵ1-existentiellement clos vérifient P∗.

Corollaire 8.

(a) Un groupe ℵ1-existentiellement clos vérifie la propriété de Bergman forte (démontré indépendamment dans [2]).
(b) Les groupes symétriques sur des ensembles infinis vérifient la propriété de Bergman forte (démontré dans [1],

voir généralisation dans [6]).
(c) Les groupes d’automorphismes de chaînes 2-transitives vérifient la propriété de Bergman forte (démontré [4]).
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Théorème 9. Un groupe saturé élémentairement équivalent à un groupe existentiellement clos vérifie P∗. Par contre
un groupe dénombrable élémentairement équivalent à un groupe existentiellement clos ne vérifie pas la propriété de
Bergman.

Théorème 10. Un groupe dénombrable infini se plongeant dans un groupe compact ne vérifie pas la propriété de
Bergman.

La démonstration n’offre pas de difficultés particulières.

Corollaire 11. Un groupe infini résoluble par fini ne vérifie pas la propriété de Bergman.

Ce corollaire (démontré dans [1] pour les groupes infinis abéliens) se démontre en utilisant le fait qu’un tel groupe
a nécessairement un quotient infini dénombrable abélien par fini (l’existence d’un quotient abélien infini n’étant pas
toujours vérifiée) et en observant qu’un groupe abélien par fini se plonge dans un groupe compact.

Corollaire 12. Un groupe infini ω-stable de rang de Morley fini ne vérifie pas la propriété de Bergman.

La preuve, assez complexe, utilise une décomposition de Jordan–Holder d’un tel groupe et la théorie de la stabilité.
Remarque. Nous ne connaissons pas d’exemple de groupe stable infini ayant la propriété de Bergman.

Théorème 13. Un groupe élémentairement équivalent à un groupe libre non trivial ne vérifie pas la propriété de
Bergman.

La preuve utilise le fait que dans un groupe vérifiant la propriété de Bergman, il existe un entier n tel que tout
élément du sous-groupe dérivé s’écrit comme produit d’au plus n commutateurs.

2. Algèbres de Boole

Il est immédiat d’adapter aux structures algébriques arbitraires la définition des propriétés précédemment discutées.
Nous considérons maintenant le cas des algèbres de Boole.

Définition 14.

(a) On dit que des éléments x et y d’une algèbre de Boole sont disjoints si l’on a l’égalité x ∧ y = 0.

(b) Nous dirons qu’une algèbre de Boole B a la propriété Q si pour toute suite (bn) d’éléments de B deux à deux
disjoints, et toute suite (an) d’éléments de B vérifiant pour tout entier n l’inégalité an � bn, il existe un élément c

de B et une partie infinie P de N tel que pour tout n de P, on a l’égalité c ∧ bn = an.

Théorème 15. Toute algèbre de Boole ayant la propriété Q vérifie la propriété de Bergman forte.

Définition 16. Rappelons une définition classique (cf. [5], p. 466). Soit B une algèbre de Boole, et G un groupe
muni de la topologie discrète. Nous appelons puissance booléenne de G par B et désignons par GB le groupe des
applications continues de l’espace de Stone de B dans G.

Théorème 17. Soit G un groupe fini parfait non trivial. Soit B une algèbre de Boole.
Le groupe GB a la propriété de Bergman si et seulement si B l’a aussi.
Le groupe GB est de cofinalité dénombrable si et seulement si B l’est aussi.

Corollaire 18 (démontré indépendamment dans Théorème 4.1 de [2]). Soit G un groupe fini parfait. Pour tout en-
semble I le groupe GI vérifie la propriété de Bergman forte.
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La preuve du Théorème 17 et du Corollaire 18 utilise l’idée fondamentale de [7], qui est le passage par les algèbres
de Boole.

Remarque. Observons que pour tout ensemble I et tout groupe fini G la puissance booléenne de G par l’algèbre
de Boole des parties de I est isomorphe à GI .

Théorème 19. Une algèbre de Boole a la propriété de Bergman si et seulement si elle a la propriété de Bergman forte.

La preuve est combinatoire et un peu délicate.

Remarque. Nous ne connaissons pas d’algèbre de Boole vérifiant la propriété de Bergman qui n’a pas la propriété Q.

Corollaire 20. Soit B une algèbre de Boole. Soit G un groupe fini parfait.
Le groupe GB a la propriété de Bergman si et seulement si GB a la propriété de Bergman forte.

Théorème 21. Il existe une algèbre de Boole qui est de cofinalité non dénombrable et qui ne vérifie pas la propriété
de Bergman.

Il suffit de prendre le produit tensoriel de deux algèbres de Boole infinies ayant la propriété de Bergman forte.

Remarque. Il semble que le premier groupe ayant la propriété de Bergman fut construit par Shelah [8]. Son exemple
a en fait une propriété plus forte : il existe un entier n qui marche pour tout système de générateurs.

Dans le Théorème 3.6 de [3], M. Droste et R. Gobel donnent un exemple de groupe de cofinalité non dénombrable
qui ne vérifie pas la propriété de Bergman.

Contre-exemple 22. Il existe un produit infini de groupes parfaits infinis ayant chacun la propriété de Bergman forte,
qui est parfait mais n’est pas de cofinalité non dénombrable et n’a pas la propriété de Bergman.
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