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Résumé

On donne un contre-exemple élémentaire a une conjecture de Pineiro, Szpiro et Tucker concernant I’équidistribution de nombres
algébriques de petite hauteur. Pour citer cet article : P. Autissier, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 342 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

About a question of the equidistribution of algebraic numbers. We give an elementary counter-example for a conjecture of
Pineiro, Szpiro and Tucker about the uniform distribution of algebraic numbers with small height. 7o cite this article: P. Autissier,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 342 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

On désigne ici par P I’ensemble des éléments irréductibles non constants de Z[X] et par A la mesure de Haar (de
masse 1) sur le cercle unité.
. Soit P € P de degré d, de racines complexes «7y; - - - ; &4 (avec multiplicité), et de coefficient dominant c. On note
h(P) la hauteur de Mahler-Weil de P, i.e.

1 d
h(P) = —|log|c| + logmax(1; |o;
(P)= | logle| ,;g (15 i)

On pose aussi §p = %Z?:l 8q;, Ol 8, désigne la masse de Dirac au point z de C. La mesure §p est donc de
probabilité sur M = P! (C).

Bilu [1] a démontré le théoreme d’équidistribution suivant :

Théoréme 0. Soit (P,),>1 une suite d’éléments de P distincts deux a deux telle que limy,_, 4 o0 fl(P,,) = 0. Alors la
suite de mesures (8p,)n>1 converge faiblement vers A, ce qui signifie que pour toute fonction continue f: M — R, on
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Pineiro, Szpiro et Tucker conjecturent dans [2] p. 241 que 1’énoncé est encore valable lorsqu’il existe a € Q tel que
f soit la fonction f:z +— —log|z — a|. On donne ici un contre-exemple élémentaire a cette conjecture.

2. Le contre-exemple
Commencons par un lemme simple :

Lemme 1. Soit P = X¢ 4+ aq_1 X% + ag € Z[X] de degré d > 1. On suppose que p = |ag| est premier et que
p—22|ai|+---+l|aqg—1l. Alors P est irréductible dans Z[X] et h(P) vaut 10%.

Démonstration. Observons d’abord que toutes les racines complexes de P sont de module > 1 : en effet, si |z| < 1,
alors |P(z)| > 1.

Supposons maintenant que P s’écrive P = Q10> avec Q1 et O, unitaires non constants a coefficients entiers. En
notant b; = |Q;(0)|,ona p =b1b;.

Par ailleurs, toutes les racines complexes de Q; sont de module > 1; on a en particulier b > 1 et b > 1. D’ou
une contradiction.

Pour finir, la valeur de h(P) s’obtient aisément en remarquant que le produit des racines complexes de P vaut
(—=D4ay. O

Présentons maintenant le contre-exemple :

On pose P, = (X" —1)(X —2) 4+ 3 pour tout entier n > 1. D’apres le Lemme 1, P, est irréductible pour toutn > 1,
et ﬁ(P,,) = iff_f tend vers 0 lorsque n tend vers +o0.

Posons aussi f1(z) = —logmin(1; |z —2]|), de sorte que f; est une fonction de Green relativement a 2. On remarque
que f) est positive sur M et nulle sur le cercle unité ; on a en particulier fM fir=0.

On va montrer que |’  J18p, ne tend pas vers 0 lorsque n tend vers +00. Plus précisément :

Proposition 2. On a l’inégalité liminf,_, 4 o fM fiép, = log2.

Démonstration. Soitn > 6 fixé. Ona P,(2) =3 > 0et P, (2 —227") =3+ 22" —4(1 —2'")" < 0. On en déduit
que P, admet une racine réelle g, telle que 2 — 221 < Bn < 2.
On a alors les inégalités

Si(Bu) n—2
8p = log 2.
/f] P n+1>n+10g
M

D’ou le résultat. O

Remarque 3. On peut en fait montrer que || 1 J18p, converge vers log2 lorsque n tend vers +00.

Pineiro, Szpiro et Tucker demandent dans [2] p. 241 ce qui se passe si on remplace f] par fr:z+— —log|z —2|.
On observe le méme phénomene :

Proposition 4. On a la relation lim,_, oo [}, f28p, =10g2 + [}, f2.

Démonstration. D’une part, on a |’ y J2A = —log2. D’autre part, pour tout n 2> 1, on trouve
log | P, (2)] log3
[ b, =D RES,
n+1 n+1
M

On en déduit le résultat. O
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