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Résumé

Nous donnons les grandes lignes d’une démonstration de la conjecture de Goncharov et Manin qui prédit que les périodes
relatives des espaces des modules M0,n des courbes de genre 0 avec n points marqués sont des valeurs zêtas multiples. Pour citer
cet article : F.C.S. Brown, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 342 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Multiple zeta values and periods of moduli spaces �M0,n. We sketch a proof of the conjecture due to Goncharov and Manin
which states that the relative periods of the moduli space M0,n of Riemann spheres with n ordered marked points are multiple zeta
values. To cite this article: F.C.S. Brown, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 342 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Let n = � + 3 � 4, and let M0,n denote the moduli space of curves of genus 0 with n marked points. There is a
smooth compactification �M0,n, defined by Deligne, Knudsen and Mumford, such that the complement �M0,n\M0,n is
a normal crossing divisor. Let A,B ⊂ �M0,n\M0,n denote two sets of boundary divisors which share no irreducible
components. In [8], Goncharov and Manin show that the relative cohomology group H�(�M0,n\A,B\B ∩ A) defines
a mixed Tate motive unramified over Z.

Now let n1, . . . , nr ∈ N, and suppose that nr � 2. The multiple zeta value ζ(n1, . . . , nr) is

ζ(n1, . . . , nr ) =
∑

0<k1<···<kr

1

k
n1
1 · · ·knr

r

. (1)

Its weight is the quantity n1 + · · · + nr , and its depth is the number of indices r . A very general conjecture [7] claims
that the periods of any mixed Tate motive unramified over Z are multiple zeta values. In the case of motives aris-
ing from moduli spaces M0,n, this says the following. Consider a smooth compact real submanifold XB ⊂ �M0,n\A,
whose boundary is contained in B , and let ωA ∈ Ω�(�M0,n\A) denote an algebraic form defined over Q, with singu-
larities contained in A. In [8], Goncharov and Manin conjecture that the integral
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I =
∫

XB

ωA (2)

is a rational linear combination of multiple zeta values and the constants (2iπ)k , which are of weight k.

Theorem 0.1. [1] The integral I is a Q[2iπ]-linear combination of multiple zeta values of weight � �.

This lends significant weight to the conjecture on the periods of all mixed Tate motives unramified over Z. The
rough idea of our method is as follows. The set of real points M0,n(R) is tessellated by a number of open cells Xn

which can naturally be identified with a Stasheff polytope, or associahedron. We can reduce to the case where the
domain of integration in (2) is a single cell Xn. The key is then to apply a version of Stokes’s theorem to the closed
polytope �Xn ⊂ �M0,n(R). Since each face of �Xn is itself a product of associahedra �Xa × �Xb , we repeatedly take
primitives to obtain a cascade of integrals over associahedra of smaller and smaller dimension. In order to do this, we
need to construct a graded algebra L(M0,n) of multiple polylogarithm functions on M0,n in which primitives exist.
At each stage of the induction, the dimension of the domain of integration decreases by one, and the weight of the
integrand increases by one. At the final stage we evaluate a multiple polylogarithm at the point 1, and this gives a
linear combination of multiple zeta values. This approach for computing periods works in much greater generality,
and our results should extend without difficulty to the case of configuration spaces related to Coxeter groups.

1. Introduction

Soient n1, . . . , nr ∈ N, et supposons que nr � 2. La valeur zêta multiple ζ(n1, . . . , nr ) est la somme

ζ(n1, . . . , nr ) =
∑

0<m1<···<mr

1

m
n1
1 · · ·mnr

r

.

Son poids est la quantité n1 + · · · + nr . Soit Z le Q-espace vectoriel engendré par ces nombres. On démontre que
c’est une algèbre filtrée par le poids [14]. Nous dirons que la constante 2iπ est de poids 1.

Soit n � 4, et soit M0,n l’espace des modules des courbes de genre 0 avec n points marqués. Il y a une compactifica-
tion lisse �M0,n due à Deligne, Knudsen et Mumford [4] telle que �M0,n\M0,n soit un diviseur à croisements normaux.
Soient A,B ⊂ �M0,n\M0,n deux ensembles de diviseurs qui se rencontrent en codimension 2. Soit X ⊂ �M0,n\A une
sous-variété réelle compacte lisse de dimension � dont le bord est contenu dans B , et soit ωA une �-forme régulière
sur M0,n à coefficients dans Q dont les singularités sont contenues dans A. Le théorème suivant a été conjecturé par
Goncharov et Manin [8].

Théorème 1.1. [1] La période
∫
X

ωA est un élément de l’anneau Z[2iπ], de poids au plus dimX.

Quelques résultats partiels dans cette direction ont été obtenus par Terasoma [13] (voir aussi [12]).

2. Éclatements partiels de l’espace des modules M0,n, et intégrales des périodes

Soit n � 4, et soit S = {s1, . . . , sn} un ensemble à n éléments. Notons M0,S l’espace des modules des sphères de
Riemann avec n points marqués par les éléments de S. C’est la variété

M0,S = {
(zs)s∈S : zs ∈ P1, deux à deux distincts

}
/PSL2,

où PSL2 agit par transformations homographiques sur P1. C’est une variété affine de dimension � = n − 3. Une
structure diédrale δ sur S est une identification des éléments de S avec les sommets (ou les côtés) d’un n-gone
régulier. Notons (S, δ) ce polygone, D(S,δ) son groupe de symétrie diédrale, et χS,δ l’ensemble de ses cordes. Nous
dirons que deux cordes {i, j}, {k, l} ∈ χS,δ se croisent si elles possèdent un point d’intersection à l’intérieur de (S, δ).
A chaque corde {i, j} ∈ χS,δ on associe une coordonnée diédrale qui est le birapport (symétrique en i et j ) :

uij = [ii + 1 | j + 1j ] = (zi − zj+1)(zi+1 − zj )
,

(zi − zj )(zi+1 − zj+1)
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où nous identifions l’indice i et le point si pour 1 � i � n. C’est invariant par l’action de PSL2 et définit une fonction
uij : M0,S → P1\{0,1,∞}. On obtient de cette manière un plongement affine :

(uij ){i,j}∈χS,δ
:M0,S −→ An(n−3)/2.

Notons Mδ
0,S la clôture de Zariski de son image. Nous démontrons dans [1] que c’est un schéma lisse défini sur Z,

et que l’on a une inclusion M0,S ⊂ M δ
0,S ⊂ �M0,S . Le complémentaire M δ

0,S\M0,S est un diviseur à croisements
normaux, dont les composantes irréductibles sont les Dij = {uij = 0} où {i, j} ∈ χS,δ .

2.1. Points réels et associaèdres

Considérons l’ensemble des points réels M0,S(R). A chaque structure diédrale δ on associe une cellule

XS,δ = {
0 < uij < 1: pour tout {i, j} ∈ χS,δ

} ⊂ M0,S(R).

C’est une composante connexe contractile de M0,S(R). L’ensemble des XS,δ lorsque δ parcourt l’ensemble des n!/2n

structures diédrales sur S donnent un pavage de la variété réelle M0,S(R). La cellule fermée

�XS,δ = {
0 � uij � 1: pour tout {i, j} ∈ χS,δ

} ⊂ M δ
0,S(R),

est une variété à coins, et c’est un modèle algébrique de l’associaèdre ou polyèdre de Stasheff. Ses facettes Fij =
�XS,δ ∩ {uij = 0} sont indexées par les cordes {i, j} ∈ χS,δ , et deux faces Fij et Fkl se rencontrent si et seulement
si {i, j} et {k, l} ne se croisent pas. Si l’on coupe le polygone (S, δ) le long d’une corde {i, j}, il se décompose en
deux sous-polygones (S1, δ1) et (S2, δ) avec r + 1 et n − r + 1 côtés. On peut déduire directement des coordonnées
diédrales qu’il y a une décomposition des diviseurs et des facettes :

Dij
∼= M

δ1
0,S1

× M
δ2
0,S2

, ce qui implique que Fij
∼= �XS1,δ1 × �XS2,δ2 . (3)

En itérant, on déduit que les sommets de �XS,δ sont indexés par les triangulations de (S, δ).

2.2. Intégrales des périodes

Il existe une unique (à multiplication près par un scalaire rationnel) �-forme régulière ωS,δ sur M0,S qui n’a ni
pôles ni zéros le long des diviseurs Dij , pour {i, j} ∈ χS,δ . Elle est invariante par l’action du groupe D(S,δ).

Proposition 1. Soit α = (αij ){i,j}∈χS,δ
un ensemble d’indices, où αij ∈ Z. L’intégrale

IS,δ(α) =
∫

XS,δ

∏
{i,j}∈χS,δ

u
αij

ij ωS,δ (4)

converge si et seulement si αij � 0 pour tout {i, j} ∈ χS,δ . Dans ces conditions, l’intégrand est continu sur le domaine
compact �XS,δ , et l’intégrale est réelle et positive.

Ecrivons la même intégrale en coordonnées simpliciales. Par la triple transitivité de PSL2, nous pouvons placer
les points marqués z1 en 1, z2 à l’infini, et z3 en 0. Prenons comme coordonnées t1 = z4, . . . , t� = zn, et identifions
M0,S(C) avec le complémentaire d’une configuration d’hyperplans affine :

M0,S(C) ∼= {
(t1, . . . , t�) ∈ C�: ti 	= 0,1: ti 	= tj , pour 1 � i < j � �

}
. (5)

Avec ces coordonnées (t1, . . . , t�), on vérifie aisément que le domaine XS,δ correspond au simplexe ouvert
{(t1, . . . , t�) ∈ R�: 0 < t1 < t2 < · · · < t� < 1}, et il s’ensuit que les intégrales IS,δ(α) s’écrivent :

IS,δ(α) =
∫

0<t1<···<t�<1

∏
i

t
ai

i (1 − ti )
bi

∏
i<j

(tj − ti )
cij dt1 · · ·dt�, (6)

où les indices ai, bi, cij ∈ Z sont des combinaisons linéaires explicites des indices αij et 1. Certaines sous-familles de
ces intégrales ont été considérées par divers auteurs (voir la bibliographie de [6]).
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Théorème 2.1. L’intégrale IS,δ(α) est Q-combinaison linéaire des valeurs zêtas multiples de poids � �.

Le Théorème 1.1 peut s’en déduire par un argument de résidus en théorie de Hodge [1].

3. La construction bar sur M0,S et primitives

Notons O(M0,S) = Q[uij , u
−1
ij , {i, j} ∈ χS,δ] l’anneau des fonctions régulières sur M0,S . Nous pouvons formel-

lement rajouter des primitives successives à cette algèbre en utilisant la construction suivante. Soit ωij = duij /uij la
dérivée logarithmique de la coordonnée diédrale uij , pour {i, j} ∈ χS,δ . Ensuite, pour tout m � 2, soit Vm le Q-espace
vectoriel engendré librement par les symboles∑

I=(c1,...,cm)

aI [ωc1 | · · · |ωcm], où les ci ∈ χS,δ, et aI ∈ Q,

qui satisfont à la condition suivante pour tout 1 � k � m − 1 :∑
I

aI ωc1 ⊗ · · · ⊗ (ωck
∧ ωck+1) ⊗ · · · ⊗ ωcm = 0 ∈ H 1(M0,S)⊗(k−1) ⊗ H 2(M0,S) ⊗ H 1(M0,S)⊗(m−k−1), (7)

où Hi(M0,S) désigne la cohomologie de de Rham. On pose V0 = Q, et V1 = ⊕
c∈χS,δ

Q [ωc] ∼= H 1(M0,S). Considé-
rons l’espace vectoriel gradué :

B(M0,S) = O(M0,S) ⊗Q

⊕
m�0

Vm. (8)

On démontre que c’est une algèbre commutative pour le produit de mélange que l’on note x [1]. C’est une version de
la construction bar étudiée par Chen [3,9]. Soit maintenant Ωi(M0,S) l’ensemble des i-formes régulières sur M0,S ,
et posons ΩiB(M0,S) = B(M0,S) ⊗O(M0,S ) Ωi(M0,S). On définit une différentielle d : Vm → Ω1(M0,S) ⊗Q Vm−1
par la formule

d
∑

I=(c1,...,cm)

aI [ωc1 | · · · |ωcm] =
∑

I=(c1,...,cm)

aIωc1[ωc2 | · · · |ωcm].

Elle se prolonge, via la formule de Leibniz, en une application d :ΩiB(M0,S) → Ωi+1B(M0,S) pour 1 � i � �. Il
découle de la condition (7) que d2 = 0. Nous avons donc un complexe de de Rham :

0 −→ B(M0,S)
d−→Ω1B(M0,S)

d−→Ω2B(M0,S)
d−→· · · d−→Ω�B(M0,S) −→ 0,

dont le groupe de cohomologie en degré i sera noté Hi
DR(B(M0,S)).

Théorème 3.1. H 0
DR(B(M0,S)) = Q, et Hi

DR(B(M0,S)) = 0 pour tout i � 1.

4. Régularisation canonique des polylogarithmes multiples

On appellera fonction multivaluée sur M0,S toute fonction holomorphe définie sur un revêtement universel
de M0,S . Nous voulons définir une réalisation de l’algèbre B(M0,S) par des fonctions multivaluées. Pour régula-
riser leurs singularités logarithmiques à l’infini, on considère leur série génératrice qui sera solution d’une certaine
équation différentielle. Pour la définir, soient δij , {i, j} ∈ χS,δ , des symboles qui satisfont à δij = δji , et considérons
la forme différentielle formelle :

ΩS,δ =
∑

{i,j}∈χS,δ

δij ωij .

L’intégrabilité de cette forme s’écrit d ΩS,δ = ΩS,δ ∧ ΩS,δ . Cela équivaut aux relations quadratiques

[δi−1j + δij−1 − δi−1j−1 − δij , δk−1l + δkl−1 − δk−1l−1 − δkl] = 0, pour tout i, j, k, l ∈ S, (9)
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où l’on pose δii = 0 et δij = 0 lorsque i et j sont consécutifs. On définit ensuite B̂S,δ(C) comme étant l’anneau des
séries formelles non-commutatives en les δij à coefficients dans C, modulo les relations (9). On peut donc considérer
l’équation différentielle suivante :

dL = ΩS,δL, (10)

où L est une fonction multivaluée sur M0,S à valeurs dans B̂S,δ(C).

Théorème 4.1. Pour tout sommet v de l’associaèdre �XS,δ , soit Fv l’ensemble des faces qui rencontrent v. Il y a une
unique solution Lv,δ(z) de l’équation différentielle (10) telle que

Lv,δ(z) = fv,δ(z) exp

( ∑
{i,j}: Fij ∈Fv

δij loguij

)
,

où fv,δ(z) est holomorphe dans un voisinage ouvert de v dans M δ
0,S(C) et fv,δ(v) = 1.

L’énoncé est bien défini parce que les relations (9) entraînent que les δij qui interviennent dans le membre de droite
commutent. Ce théorème se démontre dans [1] par un théorème de Fuchs généralisé à plusieurs variables complexes
et redonne des résultats analogues de Drinfeld et Kapranov [5,10] pour l’équation de Knizhnik–Zamolodchikov [11].
Les coefficients de la série Lv,δ(z) peuvent se calculer explicitement en coordonnées simpliciales (5). Ce sont des
polylogarithmes multiples [2,7] :

Lin1,...,nr

(
ti1

ti2
, . . . ,

tir−1

tir
, tir

)
=

∑
0<m1<···<mr

t
m1
i1

t
m2−m1
i2

· · · tmr−mr−1
ir

m
n1
1 · · ·mnr

r

,

où les indices i1, . . . , ir sont compris entre 1 et �. Il apparaît aussi des fonctions logarithmes log ti . On en déduit
facilement que la monodromie de Lv,δ(z) s’exprime explicitement en fonction des valeurs zêtas multiples et de la
constante 2iπ , et que la limite régularisée de Lv,δ(z) en tout sommet w de �XS,δ est une série à coefficients dans
l’algèbre Z des valeurs zêtas multiples.

Soit Lv,δ(M0,S) la O(M0,S)-algèbre engendrée par les coefficients de la série Lv,δ(z) solution de l’équation diffé-
rentielle (10). C’est une algèbre différentielle de fonctions multivaluées sur M0,S . Dans [1] on construit la réalisation
régularisée qui est un isomorphisme d’algèbres différentielles graduées :

ρv,δ :B(M0,S)
∼−→Lv,δ(M0,S).

Cette application envoie le symbole [ωij ] sur loguij , pour tout {i, j} ∈ χS,δ . On définit maintenant :

Lδ
Z (M0,S) = Z ⊗ Lv,δ(M0,S).

C’est une algèbre différentielle filtrée, dont l’anneau des constantes est Z . Elle ne dépend pas du choix du sommet v

par les remarques ci-dessus, et sa cohomologie est triviale par le Théorème 3.1.

Théorème 4.2. Lδ
Z (M0,S) satisfait (en particulier) aux propriétés suivantes :

(i) La sous-algèbre des éléments de poids 0 dans Lδ
Z (M0,S) contient O(M0,S).

(ii) Toute �-forme de poids k à coefficients dans Lδ
Z (M0,S) a une primitive de poids au plus k + 1.

(iii) Si f ∈ Lδ
Z (M0,S) est de poids au plus k, sa limite régularisée en un diviseur Dij

∼= M
δ1
0,S1

× M
δ2
0,S2

est une

somme de produits de fonctions f1f2 de poids total au plus k, où fi ∈ L
δi

Z (M0,Si
), pour i = 1,2.

5. Esquisse de démonstration du Théorème 2.1

Partons d’une �-forme f ∈ Ω�Lδ
Z (M0,S), de poids au plus k. On sait par (ii) qu’elle possède une primitive P dans

Ω�−1Lδ
Z (M0,S) de poids au plus k + 1. Par une version adaptée de la formule de Stokes,∫

�
f =

∫
�

P =
∑

{i,j}∈χS,δ

∫
Fij

P |Fij
.

XS,δ ∂XS,δ
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Or, nous savons par (iii) que la restriction de P à une facette Fij
∼= �XS1,δ1 × �XS2,δ2 se decompose en une somme de

produits
∑

Pm1Pm2 où Pmi
∈ L

δi

Z (M0,Si
) pour i = 1,2. Chaque intégrale dans la somme à droite se décompose en

une somme finie :∫
Fij

P |Fij
=

∑
m1,m2

∫
�XS1,δ1

Pm1

∫
�XS1,δ1

Pm2 .

Il reste à calculer l’intégrale des formes Pmi
de poids au plus k + 1 sur des associaèdres �XSi,δi

qui sont de dimension
� � − 1. On procède par récurrence. A chaque étape le poids de l’intégrand croît, mais la dimension du domaine
d’intégration décroît. A la dernière étape il nous reste des constantes dans Z de poids au plus � + k. Le Théorème 2.1
s’obtient en appliquant cet argument aux intégrales I (α).

Remarque 1. Pour que l’argument marche, il faut controler les singularités. La règle est que les fonctions à intégrer
n’ont jamais de pôles sur le domaine d’intégration, mais peuvent avoir des singularités logarithmiques le long du
bord. Il faut utiliser le fait miraculeux suivant : si P est la primitive d’une forme f qui a des singularités logarith-
miques sur ∂�XS,δ , et si P n’a pas de pôles, alors P se prolonge continument sur �XS,δ tout entier. Cela peut se voir
immédiatement sur l’exemple f = logx dx sur {x: x > 0}, qui est singulier en 0. La primitive P = x logx − x est
alors continue en 0.
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