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Résumé

Cette Note étudie selon le point de vue de la théorie des modèles certaines classes de fonctions réelles : les classes quasi-
analytiques restreintes. Soit E une telle classe, on explicite un langage naturel L contenant E et une théorie T dans L tels que
T admet l’élimination des quantificateurs, est o-minimale et est équivalente à la théorie complète de R dans L. Pour citer cet
article : A. Rambaud, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 343 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Quasi-analyticity, o-minimality and quantifiers elimination. In this article, we study using model theory certain classes of
real functions: restricted quasi-analytic classes. Let E be such a class of functions, we introduce a natural language L, including E

and a theory T in L such that T admits quantifiers elimination, is o-minimal and is equivalent to the complete theory of R in L. To
cite this article: A. Rambaud, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 343 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

We study certain classes of real functions using model theory and topology: restricted quasi-analytic functions.
Here, a restricted quasi-analytic class E will be on one hand a ring of real functions, which vanish outside a compact
box. This ring E contains the indicator functions of every compact box and is bounded by composition, rational
powers, implicit functions and C∞ division. On the other hand, every C∞ function around 0 must either vanish
around 0 or have a finite multiplicity. For such a given class E, we consider the language L which contains a symbol
for each function of E and one more for the order; we introduce the universal theory T in the language L such that T

contains the theory of ordered rings and the universal axioms which define the indicator functions of compact boxes,
rational powers, implicit functions, C∞ division, the simple diagram of R and the boundedness of the functions of E

on a compact box.
We prove that T is equivalent to the complete theory of R in the language L and is model-complete; thus T admits

quantifiers elimination because T is universal. Further, T is o-minimal and admits local cellular decompositions into
terms of E.
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To prove these results, we introduce the notion of stability. Stable families are infinitesimal n-families (x1, . . . , xn)

of a non-standard model M of T which satisfy the following property.

Definition 0.1 (Stability). (x1, . . . , xn) is stable if for every term t , which does not vanish locally in M around
(x1, . . . , xn) and such that t (x1, . . . , xn) is infinitesimal, we have

t (x1, . . . , xn) = α · xq1
1 · · ·xqn

n

with (q1, . . . , qn) ∈ Qn and α ∈ M such that there exist real numbers a, b > 0 such that a � |α| � b.

On the one hand, stable families allow us to obtain a kind of preparation theorem; on the other hand, we can see
these families as a basis of infinitesimal elements of M. (This work comes from [7].)

1. Introduction

La preuve de l’élimination des quantificateurs dans les corps réels clos [9], permit de montrer que leur théorie
est o-minimale. Depuis ce résultat, de nombreuses autres classes de fonctions réelles ont été étudiées par le biais
de la théorie des modèles ; le problème est de considérer (R,+, ·,<) muni d’un certain ensemble de fonctions E et
d’analyser la théorie complète de R dans le langage ainsi obtenu.

Les résultats de modèle-complétude, d’élimination des quantificateurs et d’o-minimalité de cette théorie permettent
de comprendre la géométrie de E. Pour une introduction aux théories o-minimales, on pourra consulter, par exemple,
[4] ou [10].

Une direction prise ces dernières années est de choisir pour E un ensemble d’applications de Rn dans R nulles en
dehors d’un certain pavé ouvert ou fermé.

Ainsi, en 1986, Van Den Dries a montré l’o-minimalité des fonctions analytiques restreintes [11], c’est-à-dire
quand E est constitué par les fonctions analytiques sur un pavé fermé de Rn et nulles en dehors. Cette démonstration
repose à la fois sur le théorème de Gabrielov [6] et le théorème de préparation de Weierstrass [3].

En 1988, Denef et Van Den Dries ont montré que cette même classe de fonctions admet l’élimination des quantifica-
teurs, en ajoutant la fonction inverse au langage [5]. Rolin, Speissegger et Wilkie démontrèrent en 2003 l’o-minimalité
quand E est l’une des classes quasi-analytiques de Denjoy–Carlman [8].

Dans le prolongement de ces études, il est naturel de se demander si l’o-minimalité et l’élimination des quantifi-
cateurs sont préservées dans des classes quasi-analytiques E plus générales ou plus fines. Ainsi, on obtient ici d’une
part, dans la continuité du travail de Denef et van den Dries, une description des classes incluses dans les fonctions
analytiques restreintes et admettant l’élimination des quantificateurs ; d’autre part, par rapport aux travaux de Rolin,
Speissegger et Wilkie, on diminue les hypothèses sur les classes considérées, même dans le cas de Denjoy–Carlman.

Il faut signaler enfin que ces travaux proviennent de [7] et généralisent l’algorithme de résolution des singularités
de Bierstone et Milman, [1] et [2].

2. Théorie des classes quasi-analytiques

On définit ici précisément ce qu’est une classe quasi-analytique.

Définition 2.1. On appellera basique, un pavé compact de Rn tel que 0 appartient à son intérieur. On dira qu’une
application de Rn dans R est définie par une fonction g sur un pavé basique P si elle vaut g sur P et 0 en dehors. Par
extension, f est définie sur P si elle vaut 0 en dehors.

Définition 2.2. Soit F un ensemble d’applications de Rn dans R, chacune définie sur un pavé basique et C∞ sur
ce même pavé ; on considère LF le langage des anneaux ordonnés contenant un symbole de fonction X1/p , pour les
puissances 1

p
-ième (p ∈ Z∗) et un symbole de fonction pour tout fonction de F . On interprète dans R le symbole X1/p

par l’application X1/p usuelle rendue totale en prolongeant par 0 si nécessaire. Ainsi, par exemple, 0−1 = 1
0 = 0.

Soit �F le plus petit ensemble de fonctions C∞ sur des pavés basiques, qui contient F et vérifie les conditions
suivantes ; on suppose que f et g sont des interprétations dans R de termes de L�F , telles que f est d’arité n et h est
d’arité n + 1 :
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(1) R ⊂ �F et les indicatrices des pavés basiques appartiennent à �F .
(2) Définition implicite C∞ : si h est C∞ sur un pavé basique P et si h(0) = 0 �= ∂h

∂Xn+1
(0) alors l’application

définie par φ sur le pavé basique D est dans �F , chaque fois que h(X1, . . . ,Xn,φ(X1, . . . ,Xn)) = 0 sur D et que
∂h

∂Xn+1
�= 0 sur D × [−a, a] pour a ∈ R∗+.

(3) Division C∞ : si f est C∞ sur un pavé basique P alors l’application définie par g sur le pavé basique Q est dans
�F , chaque fois que g est C∞ sur Q ⊂ P et f = Xi.g sur Q (1 � i � n).

Définition 2.3. En utilisant les notations précédemment données, on dira que �F est quasi-analytique si toutes les
fonctions non nulles de �F sont de multiplicité finie en 0.

Remarque. Dans la suite, on considérera uniquement de telles classes.
Posons L= L�F . R est donc une L-structure ; on note TR sa théorie. Soit T la théorie exprimant :

(1) les propriétés de �F énoncées dans la Définition 2.2. On a donc une formule universelle pour chaque énoncé de (1),
(2) et (3) dans la Définition 2.2. Nous appellerons les formules provenant des cas (2) et (3), axiomes de définition
implicite et axiomes de division C∞ ;

(2) la définition des puissances 1
p

-ième pour p ∈ Z∗, en précisant qu’on pose 0−1 = 1
0 = 0 et x1/p = 0 pour p pair et

x négatif ;
(3) le fait que chaque fonction de �F est bornée en valeur absolue (puisque continue sur un pavé compact et nulle en

dehors) ;
(4) le diagramme simple de R pour L ;
(5) les axiomes universels d’anneaux ordonnés.

T est ainsi une théorie universelle et T ⊂ TR. De plus, R se plonge canoniquement dans tout modèle de T .

3. Stabilité

L’étude de T revient à connaître la façon dont s’annule un terme de L autour de 0. Une méthode classique pour
cela est d’utiliser un théorème de préparation. On dit qu’un terme t est préparé si il peut s’écrire localement sous la
forme

t = f · g
avec f et g deux termes tels que f ne s’annule pas en 0 et tels qu’on sait précisément où s’annule g. Par exemple, g

peut être un produit de monômes.
On a un théorème de préparation si tous les termes d’une classe sont préparés.
Dans le cas général des classes quasi-analytiques, on n’a pas toujours des théorèmes de préparation.
L’idée est d’introduire dans un modèle de T des familles d’infinitésimaux qui sont déjà « bien préparées » et de

n’utiliser qu’elles. Ainsi soit M un modèle de T non-standard ; o représente l’ensemble des infinitésimaux de M par
rapport à R et O l’ensemble des éléments limités de M. On introduit les familles stables qui sont ces familles « bien
préparées » recherchées.

Définition 3.1 (Stabilité). Soit (x1, . . . , xn) un n-uplet de o∗+, ce uplet est stable si, pour tout terme t , non localement
nul dans M (x1, . . . , xn) et tel que t (x1, . . . , xn) ∈ o, il existe α ∈ O \ o et (q1, . . . , qn) ∈ Qn tel que

t (x1, . . . , xn) = α · xq1
1 · · ·xqn

n .

α peut être vu comme l’équivalent de la fonction f ci-dessus, celles qui ne s’annule pas en 0 et le produit des
x

q1
1 · · ·xqn

n correspond à la fonction g (c’est un produit de monômes).

On introduit aussi une notation :

Définition 3.2. Soient (x1, . . . , xn) et (a1, . . . , ap) des uplets de o.

(a1, . . . , ap) � (x1, . . . , xn)
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s’il existe n fonctions p-aires φ1, . . . , φn de �F et p termes n-aires t1, . . . , tp de L�F tels que :

– pour tout 1 � i � n, xi = φi(a1, . . . , ap),
– pour tout 1 � j � p, aj = tj (x1, . . . , xn).

Grâce aux familles stables, on obtient une sorte de théorème de préparation.

Théorème 3.3. Soient (ti)1�i�p un ensemble de fonctions n-aires de �F , non toutes nulles localement, et (x1, . . . , xn)

une famille stable. Il existe alors une famille stable (a1, . . . , an) � (x1, . . . , xn) telle que pour tout 1 � i � p

ti(x1, . . . , xn) = a
m1
1 · · ·amn

n · hi(a1, . . . , an)

avec hi des fonctions de �F non toutes nulles en 0 et (m1, . . . ,mn) ∈ Nn.

Occupons-nous maintenant des familles non stables. Il se trouve que les familles stables peuvent être vues aussi
comme une sorte de base de o. En effet, on a le résultat suivant.

Théorème 3.4. Soit (x1, . . . , xn) ∈ o∗+ × · · · × o∗+. Il existe une famille stable (a1, . . . , ap) telle que

(a1, . . . , ap) � (x1, . . . , xn)

avec p � n.

On peut ainsi ne s’intéresser qu’aux familles stables. Finalement, grâce à cela, on arrive à savoir comment s’annu-
lent les termes localement dans R.

Théorème 3.5. Soient (x1, . . . , xn) une famille stable, y ∈ o et t ∈ L�F , n + 1-aire, tel que t n’est pas localement nul
en (x1, . . . , xn, y).

Si t (x1, . . . , xn, y) = 0 alors y appartient à la L-structure engendrée par (x1, . . . , xn).

Maintenant des considérations classiques de théorie des modèles permettent d’obtenir les résultats suivants.

Théorème 3.6. T est modèle-complète et T est équivalente à TR.

Corollaire 3.7. T admet l’élimination des quantificateurs, est o-minimale et toutes les fonctions définissables dans T

sont polynômialement bornées.
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