
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 343 (2006) 345–348
http://france.elsevier.com/direct/CRASS1/

Statistique

Une remarque concernant les principes de grandes déviations dans
les espaces Schauder décomposables

Davit Varron

Voie du Roman Pays 20, 1348 Louvain la Neuve, Belgique

Reçu le 1er février 2006 ; accepté après révision le 22 mai 2006

Disponible sur Internet le 26 juillet 2006

Présenté par Paul Deheuvels

Résumé

Soit (E,‖ · ‖) un espace de Banach admettant une décomposition de Schauder sur une suite de sous-espaces fermés (Ei)i�1.
Nous établissons une condition nécessaire et suffisante pour qu’une suite d’éléments aléatoires (boréliens) à valeurs dans E sa-
tisfasse un principe de grandes déviations. En corollaire, nous établissons un critère spécifique pour les suites aléatoires dans les
espaces de Hölder. Nos travaux sont essentiellement inspirés de ceux de Suquet (1999), Lynch et Sethuraman (1987) et Arcones
(2003). Pour citer cet article : D. Varron, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 343 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

A Note on large deviation principles in Schauder decomposable spaces. Consider a separable Banach space (E,‖ · ‖) admit-
ting a Schauder decomposition with respect to a sequence of closed subspaces (Ei)i�1. We establish a necessary and sufficient
criterion for a sequence of (Borel) random elements of E to satisfy a large deviation principle. As a consequence, we derive a
specific criterion for random sequences in Hölder spaces. Our works are mainly inspired by Suquet (1999), Lynch and Sethuraman
(1987) and Arcones (2003). To cite this article: D. Varron, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 343 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction et résultat

Soit (E,‖ · ‖) un espace de Banach séparable, et soit (Ei)i�1 une suite de sous-espaces fermés de (E,‖ · ‖) non
réduits à {0}. Nous supposons dans cette Note que E admet une décomposition de Schauder sur (Ei)i�1, c’est à dire
que, pour tout e ∈ E, il existe une unique suite de réels (λi(e))i�1 et une unique suite d’éléments (ei(e))i�1 telle que
ei(e) ∈ Ei pour tout i � 1 et

e =
∞∑
i=1

λi(e)ei(e), (1)
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où la somme infinie dans (1) est prise au sens de la convergence des sommes partielles dans (E,‖ · ‖). Ainsi on peut
définir

Vi :=
⊕

1�j�i

Ei, et Pi : e →
i∑

j=1

λj (e)ej (e). (2)

Dans ce cas, chaque Pi est continue, et (voir par exemple [3], Proposition 15.3, p. 488)

sup
i�1

sup
e∈E, ‖e‖=1

∥∥Pi(e)
∥∥ =: C < ∞. (3)

Considérons une suite d’éléments aléatoires (Xn)n�1, mesurables pour les boréliens de (E,‖ · ‖). Nous établissons
ici un critère nécessaire et suffisant pour que (Xn)n�1 satisfasse un principe de grandes déviations. Rappelons les
notions usuelles de la théorie des grandes déviations. Une fonction J : (E,‖ · ‖) �→ [0,∞) est appelée fonction de
coût lorsque, pour tout M � 0, l’ensemble {e ∈ E, J (e) � M} est un compact de (E,‖ · ‖). Pour tout B ⊂ E on
notera J (B) := inf{J (e), e ∈ B}. Étant donné une suite (εn)n�1 de réels strictement positifs tendant vers 0, on dit que
(Xn)n�1 satisfait un principe de grandes déviations (sous-entendu dans (E,‖ · ‖)) pour une fonction de coût J et la
suite (εn)n�1 lorsque :

pour tout fermé F de
(
E,‖ · ‖), lim sup

n→∞
εn log

(
P(Xn ∈ F)

)
� −J (F ) ; (4)

pour tout ouvert O de
(
E,‖ · ‖), lim inf

n→∞ εn log
(
P(Xn ∈ O)

)
� −J (O). (5)

Notre résultat s’énonce comme suit :

Théorème 1.1. (A) Supposons que

– (A1) Pour tout i � 1, la suite (Pi(Xn))n�1 satisfait un principe de grandes déviations pour la suite (εn)n�1 et
une fonction de coût Ji .

– (A2) Pour tout τ > 0 on a

lim
i→∞ lim sup

n→∞
εn log

(
P
(∥∥Xn − Pi(Xn)

∥∥ > τ
)) = −∞. (6)

Alors la suite (Xn)n�1 satisfait un principe de grandes déviations pour (εn)n�1 et pour la fonction de coût J :=
supi�1 Ji ◦ Pi .

(B) Réciproquement, supposons que la suite (Xn)n�1 satisfait un principe de grandes déviations pour (εn)n�1 et
pour une fonction de coût J . Alors (A2) est vraie, et

– (B1) Pour tout i � 1, la suite (Pi(Xn))n�1 satisfait un principe de grandes déviations pour la suite (εn)n�1 et la
fonction de coût Ji : e → inf{J (f ), Pi(f ) = e}.

Remarque. Pour α ∈ (0,1) notons H 0
α l’espace des fonctions f sur [0,1], nulles en 0, et vérifiant |f (t) − f (s)| �

|t − s|αε(|t − s|), où ε(·) est une fonction de limite nulle en zéro. Dire que Xn ∈ H 0
α vérifie (A1) est équivalent à dire

que, pour tout τ > 0, on a

lim
δ→0

lim sup
n→∞

εn log
(
P

(
sup

s,t∈[0,1], 0<|s−t |<δ

|Xn(t) − Xn(s)|
|s − t |α > τ

))
= −∞. (7)

La preuve de cette équivalence (non fournie ici) suit les mêmes lignes que dans la preuve du Théorème 13 dans [4].

2. Preuve

La preuve repose en partie sur le résultat suivant (voir [4], Théorème 2).

Résultat. Une famille F d’éléments de (E,‖ · ‖) est relativement compacte si et seulement si
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– Pour tout i � 1, la famille {Pi(e), e ∈F} est relativement compacte.
– On a

lim
i→∞ sup

e∈F

∥∥e − Pi(e)
∥∥ = 0. (8)

Nous prouvons tout d’abord (B). Comme les applications Pi sont continues, l’assertion (B1) est une conséquence du
principe de contraction (voir par exemple [1], Théorème 2.1 pour une version étendue de ce principe). Prouvons (A1).
Soit τ > 0 et M > 0 quelconques. Comme J est une fonction de coût, l’ensemble K := {e ∈ E, J (e) � M} est
compact. D’après (8), nous pouvons choisir i0 tel que

sup
i�i0, e∈K

∥∥e − Pi(e)
∥∥ < τ. (9)

Ainsi, l’ensemble F := {e ∈ E, ‖e − Pi0(e)‖ � τ } est un fermé distinct (donc séparé) de K , ce qui nous assure que
J (F ) � M par semi-continuité inférieure de J . Il s’ensuit d’après (4) que (Xn)n�1 vérifie (A2).

Prouvons maintenant (A). On vérifie d’abord aisément que J est bel et bien une fonction de coût. Soit mainte-
nant O un ouvert et δ > 0 quelconque. Choisissons e ∈ O tel que J (e) � J (O) + δ, en excluant le cas trivial où
J (O) = ∞. Il existe une boule ouverte de centre e et de rayon ε (notée B(e, ε)) incluse dans O et vérifiant ainsi
J (O) � J (B(e, ε)) � J (O) + δ. Posons M := J (O) + 4δ et choisissons (d’après (6) et la définition de J ) deux
entiers i et n1 tels que

sup
i�i, n�n1

εn log
(
P
(∥∥Xn − Pi(Xn)

∥∥ � ε/4
))

� M, et sup
i�i

∥∥e − Pi(e)
∥∥ < ε/4. (10)

Il s’ensuit la chaîne d’inégalités suivante :

P(Xn ∈ O) � P
(
Xn ∈ B(e, ε)

)
� P

(∥∥Pi(Xn) − Pi(e)
∥∥ < ε/2

) − P
(∥∥Xn − Pi(Xn)

∥∥ > ε/4
)
. (11)

Remarquons que, comme M = J (O) + 4δ et ε−1
n → ∞, il s’ensuit que, pour tout n suffisamment grand on a

exp
(−ε−1

n

(
J (O) + 2δ

)) − exp
(−ε−1

n M
)
� exp

(−ε−1
n

(
J (O) + 3δ

))
. (12)

En appliquant (A1) à la boule ouverte B(Pi(e), ε/2) (vérifiant Ji(B(Pi(e), ε/2) � Ji(Pi(e)) � J (e) � J (O) + δ), et
d’après (11), (12) nous pouvons choisir n2 � n1 tel que, pour tout n � n2, on ait

P(Xn ∈ O) � exp
(−ε−1

n

(
J (O) + 2δ

)) − exp
(−ε−1

n M
)
� exp

(−ε−1
n

(
J (O) + 3δ

))
.

Comme δ > 0 est arbitraire, on conclut aisément que (Xn)n�1 vérifie le (5) avec εn et J . Nous montrons maintenant
que, sous (A1) et (A2), la suite (Xn)n�1 vérifie (4), ce qui conclura la preuve du Théorème 1.1. D’après Lynch
et Sethuraman ([2], Lemme 2.5), il suffit de considérer F compact pour vérifier (4), à condition d’avoir montré au
préalable le critère de tension suivant

Pour tout M > 0, il existe K ⊂ E, compact, tel que lim sup
n→∞

εn log P(Xn /∈ K) � −M. (13)

Supposons dans un premier temps que (13) est vérifiée. Soit F un compact. Montrons d’abord que

J (F ) = sup
i�1

Ji

(
Pi(F )

)
. (14)

La partie non triviale de (14) est l’inégalité �. On peut supposer que Ji(Pi(e)) est croissante en i pour tout e ∈ E

sans perte de généralité, par monotonicité du sup dans (14). Par semi-continuité des Ji ◦ Pi , on choisit ei tels que
Ji ◦ Pi(F ) = Ji ◦ Pi(ei). Comme F est compact, et par croissance en i de Ji ◦ Pi(e) pour tout e, on peut supposer
sans perte de généralité que (ei)i�1 → f avec e ∈ F . Soit δ > 0 quelconque. Par définition de J , et par croissance en
n de Jn ◦ Pn(e) pour tout e, on a pour tout i suffisamment grand

J (F ) � J (e) � Ji

(
Pi(f )

) + δ = Ji ◦ Pi

(
lim

n→∞ en

)
+ δ � lim inf

n→∞ Jn ◦ Pn(en) = sup
n

Jn ◦ Pn(F ) + δ,

ce qui prouve (14).
Soit δ ∈ (0, J (F )) arbitraire. Grâce à (14), on choisit i tel que J (Pi(F )) > J (F ) − δ. D’après (A1), il existe n3 tel

que, pour tout n � n3,

P(Xn ∈ F) � P
(
Pi(Xn) ∈ Pi(F )

)
� exp

(−(
Ji

(
Pi(F )

) − δ
)
ε−1
n

)
� exp

(−(
J (F ) − 2δ

)
ε−1
n

)
. (15)
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Ainsi, (4) est prouvé, δ étant arbitrairement petit. La preuve du Théorème 1.1 sera terminée si l’on montre (13). Soit
M > 0 arbitraire, et soit ej , j ∈ N un ensemble dense dans E. Posons i1 = 1, et construisons de façon récurrente les
objets suivants, pour k � 2 : d’après (A2), étant donné ik−1, il existe ik � ik−1 et n tels que

∀n � n, P
(∥∥Xn − Pik (Xn)

∥∥ > 1/k
)
� exp

(−2kMε−1
n

)
. (16)

D’après (A1), la suite Pik (Xn) vérifie (13) (voir [2], Lemme 2.6). Il existe donc Kk et n(k) � n tels que

∀n � n(k), P
(
Pik (Xn) /∈ Kk

)
� exp

(−2kMε−1
n

)
. (17)

Recouvrons le compact Kk d’un nombre fini de boules de rayon 1/k notées B(ej ,1/k), j ∈ Hk de telle sorte que
l’inégalité suivante soit valable pour tout n � n(k) (en se rappelant (16)) :

P

(
Xn /∈

⋃
j∈Hk

B(ej ,2/k)

)
� P

(∥∥Xn − Pik (Xn)
∥∥ > 1/k

) + P
(
Pik (Xn) /∈ Kk

)

� 2 exp
(−2kMε−1

n

)
. (18)

Comme E = ⋃{B(ej ,1/k), j ∈ N}, on peut agrandir Hk et le choisir de telle sorte que (18) ait lieu pour tout n � 1.
On a donc construit une sous-suite i1 < i2 < i3 < · · · et des ensembles Ok tels que, pour tout n � 1 on ait

Ok =
⋃

j∈Hk

B(ej ,1/k), et P(Xn /∈ Ok) � exp
(−2kMε−1

n

)
. (19)

Notons K l’adhérence de l’intersection des Ok . Par construction, K est précompact fermé dans E complet. K est
donc un compact, et vérifie de plus, pour tout n � 1,

P(Xn /∈ K) �
∞∑

k=2

2 exp
(−2kMε−1

n

)
� 2

exp(−2Mε−1
n )

1 − exp(−2Mε−1
n )

. (20)

Ceci prouve (13) et conclut la preuve du Théorème 1.1.
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