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Résumé

On montre la convergence et un principe de grandes déviations pour une équation différentielle stochastique rétrograde associée
à une famille de processus de Markov dont le coefficient de diffusion tend vers 0. Pour citer cet article : S. Rainero, C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. I 343 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Large deviations of a forward backward stochastic differential equation. We prove the convergence and a large deviation
principle for a Backward Stochastic Differential Equation, related to a family of Markov processes, the diffusion coefficient of
which tends to 0. To cite this article: S. Rainero, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 343 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction, notations et hypothèses

Nous nous intéressons dans cette Note à un système d’équations différentielles stochastiques progressives rétro-
grades (EDSPR) de la forme suivante :

X
ε,s,x
t = x +

t∫
s

β
(
Xε,s,x

r

)
dr + ε

t∫
s

σ
(
Xε,s,x

r

)
dBr, 0 � s � t � T , ε � 0, (1)

Y
ε,s,x
t = g

(
X

ε,s,x
T

) +
T∫

t

f
(
r,Xε,s,x

r , Y ε,s,x
r ,Zε,s,x

r

)
dr −

T∫
t

Zε,s,x
r dBr, 0 � s � t � T , (2)

où (Bt )t�0 est un mouvement brownien d-dimensionnel et les coefficients β , σ , g et f sont suffisamment réguliers.
On sait, grâce aux travaux de Freidlin et Wentzell, que la solution de l’équation directe converge en probabilité, quand
ε tend vers 0, vers la solution ϕs,x de l’équation déterministe
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ϕ′
t = β(ϕt ), 0 � s � t � T , ϕs = x (3)

en vérifiant un principe de grandes déviations (PGD). Nous montrons ici que la solution (Y ε,s,x,Zε,s,x) de l’équation
rétrograde converge, quand ε tend vers 0, vers (ψs,x,0), où ψs,x est la solution de l’équation déterministe :

ψ ′
t = −f

(
t, ϕ

s,x
t ,ψt ,0

)
, 0 � s � t � T , ψT = g

(
ϕ

s,x
T

)
(4)

et que la loi induite par Y ε,s,x vérifie un principe de grandes déviations.
Soit T > 0. Sur l’intervalle de temps [0, T ], on considère un mouvement brownien en dimension d , (Bt )t∈[0,T ],

défini sur un espace de probabilités (Ω,F ,P). On note (Ft )t∈[0,T ] la filtration engendrée par le brownien et complétée.
Dans tout ce qui suit, β : Rk → R

k et σ : Rk → L(Rd,R
k) sont des fonctions lipschitziennes. f : [0, T ] × R

k × R
k ×

L(Rd ,R
k) → R

k , (t, x, y, z) �→ f (t, x, y, z), est continue en t , uniformément lipschitzienne par rapport à x, y, z, et
g : Rk → R

k est lipschitzienne. Nous poserons généralement s = 0, pour simplifier l’écriture, mais, bien entendu, les
résultats énoncés restent vrais pour tout s ∈ [0, T ]. On notera Xε,x := Xε,0,x , Y ε,x := Y ε,0,x et Zε,x := Zε,0,x , ainsi
que ϕx := ϕ0,x et ψx := ψ0,x . On adoptera la convention inf∅ = +∞.

Théorème 1.1 (Freidlin et Wentzell (cf. [2])). La solution (X
ε,x
t )t∈[0,T ] de (1) vérifie, quand ε tend vers 0, un principe

de grandes déviations dans C([0, T ],R
k) associé à la fonction de taux Ix définie par, pour tout ϕ ∈ C([0, T ],R

k) :

Ix(ϕ) := inf

{
1

2

T∫
0

|v̇t |2 dt, v ∈ H 1([0, T ],R
d
)
: ϕt = x +

t∫
0

β(ϕs)ds +
t∫

0

σ(ϕs)v̇s ds, ∀t ∈ [0, T ]
}

.

On rappelle que lorsque a = σσ ∗ est inversible, cette fonctionnelle s’écrit plus simplement sous la forme

Ix(ϕ) = 1

2

T∫
0

Q∗
ϕt

(
ϕ̇t − β(ϕt )

)
dt si ϕ ∈ H 1([0, T ],R

k
)

et ϕ0 = x, Ix(ϕ) = +∞ sinon,

où pour tout (u, v) ∈ R
k × R

k, Q∗
u(v) = 〈

v, a−1(u)v
〉
. (5)

2. Convergence et grandes déviations de la solution de l’équation rétrograde

Par unicité des solutions, la solution de l’EDSR :

Yt = g
(
ϕ

s,x
T

) +
T∫

t

f
(
r, ϕs,x

r , Yr ,Zr

)
dr −

T∫
t

Zr dBr, 0 � s � t � T ,

est le couple déterministe (ψs,x,0) où ψs,x est la solution de (4). L’équation (4) est donc la limite « naturelle » de
l’EDSR (2), quand ε tend vers 0. Plus précisément, on a le résultat suivant :

Théorème 2.1. Soient ε ∈ ]0,1], (s, x) ∈ [0, T ] × K, où K est un compact de R
k , et (Y

ε,s,x
t ,Z

ε,s,x
t )t∈[s,T ],

(ψ
s,x
t )t∈[s,T ] les solutions respectives des équations (2) et (4). Alors, il existe C > 0 indépendante de ε, s et x telle

que : E[sups�t�T |Y ε,s,x
t − ψ

s,x
t |2 + ∫ T

s
‖Zε,s,x

t ‖2 dt] � Cε2.

Démonstration. On regarde le couple (ψs,x,0) comme la solution d’une EDSR à coefficients déterministes, et on
utilise les estimations sur les différences entre solutions d’EDSR dues à Pardoux (cf. par exemple [3]), et le caractère
lipschitzien de f et g. Il existe une constante CT , qui dépend essentiellement du temps terminal T , telle que :

E

[
sup

s�t�T

∣∣Y ε,s,x
t − ψ

s,x
t

∣∣2 +
T∫

s

∥∥Z
ε,s,x
t

∥∥2 dt

]
� CT E

[∣∣Xε,s,x
T − ϕ

s,x
T

∣∣2] + CT E

[ T∫
s

∣∣Xε,s,x
t − ϕ

s,x
t

∣∣2 dt

]
.

Il s’agit donc de majorer uniformément |Xε,s,x
t − ϕ

s,x
t |2, or, par un calcul classique, on obtient une inégalité de la

forme suivante : E[supt∈[s,T ] |ϕs,x
t − X

ε,s,x
t |2] � Cε2, où la constante C ne dépend pas de (s, ε, x), pour x variant

dans un compact et ε ∈ ]0,1]. �
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Nous allons maintenant montrer que la loi induite par Y ε,s,x satisfait un PGD. Rappelons les liens qui exis-
tent entre ce type d’EDSR et des équations aux dérivées partielles (EDP) semi-linéaires de type parabolique, et la
représentation du couple (Y ε,x,Zε,x) qui en résulte. Pour tout ε > 0, on définit le générateur infinitésimal de la

diffusion (X
ε,s,x
t )t�s par Lε,x := ∑k

i=1 βi(x) ∂
∂xi

+ ε2

2

∑k
i,j=1(σσ ∗)i,j (x) ∂2

∂xi∂xj
. Pardoux a montré (cf. [3]) que si

uε ∈ C1,2([0, T ] × R
k,R

k) est une solution classique du système d’EDP rétrogrades

∂uε
i

∂t
(t, x) +Lε,xuε

i (t, x) + fi

(
t, x, uε(t, x),

(∇xu
ε(t, x)

)∗
εσ (x)

) = 0, (t, x) ∈ [0, T ] × R
k, i ∈ Nk,

uε(T , x) = g(x), x ∈ R
k,

(6)

telle que ‖∇xu
ε(t, x)‖ � C(1 + |x|q) pour des constantes C,q > 0, alors, pour tout (s, x), (uε(t,X

ε,s,x
t ),

ε(∇xu
ε(t,X

ε,s,x
t ))∗σ(X

ε,s,x
t ))s�t�T est la solution de l’EDSR (2). En particulier uε(s, x) = Y

ε,s,x
s pour tout x ∈ R

k ,
tout s ∈ [0, T ]. Réciproquement (cf. Pardoux, [3]), pour tout ε � 0, soit uε définie à partir de la solution de l’équation
rétrograde comme

uε(s, x) := Y ε,s,x
s , s ∈ [0, T ], x ∈ R

k. (7)

Alors uε est une fonction continue de s, x, solution de viscosité de (6), et on a Y
ε,s,x
t = uε(t,X

ε,s,x
t ), t ∈ [s, T ].

Définition 2.2. Si s ∈ [0, T ], on définit des applications de C([s, T ],R
k) dans lui-même en posant

Fε(ϕ) := [
t �→ uε(t, ϕt )

]
, t ∈ [s, T ], ϕ ∈ C

([s, T ],R
k
)
, où uε est la fonction définie par (7).

Ainsi Y
ε,s,x
t = Fε(Xε,s,x)(t), pour tout t ∈ [s, T ], donc Y ε,s,x = Fε(Xε,s,x). Lorsque ε = 0, on notera simplement

u et F au lieu de u0 et F 0. Cette représentation nous permet de déduire le PGD satisfait par la solution rétrograde de
celui vérifié par la diffusion, via le principe de contraction (cf. Varadhan dans [5]) :

Théorème 2.3. Y ε,x satisfait dans C([0, T ],R
k) un PGD associé à la fonction de taux I ′

x définie par :

I ′
x(ψ) = inf

{
Ix(ϕ): ϕ ∈ H 1([0, T ],R

k
) | ψ = F(ϕ)

}
, ∀ψ ∈ C

([0, T ],R
k
)
.

Démonstration. Pour appliquer le principe de contraction, il suffit de montrer que les Fε, ε � 0, sont continues et
que Fε converge uniformément vers F sur tout compact de C([0, T ],R

k), quand ε → 0.
Continuité. Soient ε � 0, x ∈ C([0, T ],R

k), (xn)n∈N une suite de C([0, T ],R
k) de limite x pour la norme uniforme,

et α > 0. Il existe M > 0 tel que pour tout n ∈ N, ‖xn‖ � M , et on a aussi ‖x‖ � M . uε est continue, donc uniformé-
ment continue sur le compact [0, T ] ×K, où K désigne la boule fermée de centre 0 et de rayon M dans R

k . Il existe
η > 0 tel que |s − s′| < η et |z − z′| < η, z, z′ ∈ K impliquent |uε(s, z) − uε(s′, z′)| < α. Il existe n0 tel que pour
tout n � n0, ‖xn − x‖ � η. Pour tout s ∈ [0, T ] et tout n ∈ N, x(s) et xn(s) sont dans K, et donc pour tout n � n0,
|uε(s, x(s)) − uε(s, xn(s))| � α. Fε(xn) tend vers Fε(x) quand n tend vers l’infini. Fε est continue pour tout ε.

Convergence uniforme compacte vers F . Soient K un compact de C([0, T ],R
k), et L = {ϕs, ϕ ∈ K, s ∈ [0, T ]}.

L est un compact de R
k , donc d’après le Théorème 2.1, il existe une constante C qui ne dépend que de T et du

compact L, telle que :

sup
ϕ∈K

∥∥Fε(ϕ) − F(ϕ)
∥∥2 = sup

ϕ∈K
sup

s∈[0,T ]

∣∣Y ε,s,ϕs
s − ψs,ϕs

s

∣∣2 � sup
x∈L

sup
s∈[0,T ]

∣∣Y ε,s,x
s − ψs,x

s

∣∣2 � Cε2. �

Si σσ ∗ est inversible, la fonction de taux I ′
x est donnée par :

I ′
x(ψ) = inf

{
1

2

T∫
0

Q∗
ϕt

(
ϕ̇t − β(ϕt )

)
dt : ϕ ∈ H 1([0, T ],R

k
)
, ϕ0 = x, ψt = u(t, ϕt ) ∀t ∈ [0, T ]

}

où Q∗ est défini par (5). On cherche à lui donner une forme explicite, en utilisant les flots des équations différentielles
(3) et (4). Il s’agit d’inverser l’expression ψs = u(s,ϕs) pour tout s ∈ [0, T ], ou plus généralement y = u(s, x) en
x = θ(s, y), pour tous s ∈ [0, T ], x, y ∈ R

k . On suppose que g est inversible et dérivable, g′ ne s’annulant pas, et,
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pour nous placer dans un cadre autonome, que f ne dépend que de (y, z). Notons μ et ν les flots respectifs des
équations différentielles ϕ′ = β(ϕ) et ψ ′ = −f (ψ,0). En utilisant l’invariance du flot et l’expression des fonctions
ϕs,x et ψs,x en fonction de μ et ν, il vient : pour tout 0 � s � T et tout x ∈ R

k ,

x = μ
(
s − T ,μ(T − s, x)

) = μ
(
s − T ,g−1{ψs,x

T

}) = μ
(
s − T ,g−1{ν[

T − s, u(s, x)
]})

y = u(s, x) équivaut donc à x = θ(s, y) avec θ(s, y) = μ(s − T ,g−1(ν(T − s, y))). Soit ϕ ∈ H 1([0, T ],R
k) telle

que ϕ0 = x et ψ vérifiant ψs = u(s,ϕs) pour tout s ∈ [0, T ]. Alors, pour tout s ∈ [0, T ], ϕs = θ(s,ψs). Comme on a
supposé g−1 dérivable, et que les flots sont différentiables, on peut aussi exprimer la dérivée de ϕ en fonction de ψ ,
si ψ ∈ H 1([0, T ],R

k) : ϕ̇s = ∂θ
∂s

(s,ψs) + ∑k
i=1(ψ̇s)i

∂θ
∂yi

(s,ψs). Ainsi, si ψ ∈ H 1([0, T ],R
k), et ψ0 = u(0, x),

I ′
x(ψ) = 1

2

T∫
0

Q∗
θ(s,ψs)

(
∂θ

∂s
(s,ψs) + 〈

ψ̇s,∇θ(s,ψs)
〉 − β

(
θ(s,ψs)

))
ds.

Remarque. On peut également étudier les grandes déviations associées à la convergence de systèmes d’EDSPR à
horizon aléatoire (avec un générateur autonome, cf. [4], ou qui dépend du temps, cf. [1]). Le cadre de travail est alors
nettement plus complexe et nous oblige à démontrer de nouveaux résultats d’existence, d’unicité et de stabilité des
solutions d’EDSR à horizon aléatoire. De plus, les résultats obtenus en [1] et [4] ne sont pas une généralisation de
celui-ci, car ils sont basés sur le problème des « goulots de sortie » hors d’un ouvert borné introduit par Freidlin et
Wentzell. Cela impose, en particulier, de travailler dans un espace de trajectoires explosives au lieu de C([0, T ],R

k),
les calculs explicites des fonctions de taux étant alors impossibles en général.
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