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Résumé

Nous montrons, sous de simples conditions, que les chaînes de Markov définies par certaines applications à valeurs dans une
variété algébrique sont récurrentes au sens de Harris et géométriquement ergodiques. De plus, la solution stationnaire est unique
et est β-mélangeante. Ensuite, nous appliquons les résultats obtenus pour établir la stationnarité stricte des modèles GARCH
multivariés. Pour citer cet article : F. Boussama, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 343 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Ergodicity of Markov chains in an algebraic manifold: application to multivariate GARCH models. We prove, under weak
conditions, that the semi-polynomial Markov chains are Harris-recurrent and geometrically ergodic. Moreover we establish the
unicity and the β-mixing of the stationary solution. The results then are applied to the multivariate GARCH models. To cite this
article: F. Boussama, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 343 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Soit (Yt )t∈Z une chaîne de Markov à valeurs dans (Rs ,B), définie par :

Yt = F(Yt−1, ηt ), (1)

où ηt est une suite de variables aléatoires i.i.d. de R
d et F une application de R

s × R
d dans R

s . On associe à (Yt )t∈Z,
sa probabilité de transition P définie, pour x ∈ R

s et A ∈ B, par : P(x,A) = P[Yt ∈ A | Yt−1 = x] ; pour n ∈ N
∗,

P n désigne l’itérée de P définie par : P n(x,A) = P[Yt ∈ A | Yt−n = x].
Dans les cas où la fonction F possède des propriétés de contraction, les méthodes lipschitziennes se révèlent

fructueuses pour établir la stationnarité stricte de ces modèles (voir Duflo [4] par exemple). Cependant, dans le cas
général, on est amené à adopter des méthodes markoviennes en cherchant à montrer la ϕ-irréductibilité de Yt , c’est-à-
dire l’existence d’une mesure ϕ, σ -finie telle que :
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∀x ∈ R
s , ∀A ∈ B; ϕ(A) > 0 ⇒ ∃n ∈ N

∗ tel que P n(x,A) > 0.

Pour ce faire, on étudie les densités des lois de probabilité P n(x, ·), n ∈ N, pour x ∈ R
s . Mais il arrive cependant que

ces lois n’admettent pas de densité par rapport à la mesure de Lebesgue sur R
s . Ceci est le cas si Yt est à valeurs dans

un sous-espace vectoriel de R
s ou, plus généralement, dans un ensemble algébrique M ⊂ R

s de dimension plus petite
que s.

Rappelons ici qu’un sous-ensemble M de R
s est algébrique s’il existe P ∈ R[X1, . . . ,Xs] tel que M = {x ∈ R

s;
P(x) = 0} ; et qu’une variété algébrique est un ensemble algébrique qui ne peut être réunion de deux ensembles
algébriques disjoints non triviaux. Les ensembles algébriques de R

s sont les fermés d’une topologie appelée topologie
de Zariski. Une application g : Rm → R

n est dite polynomiale si pour toute composante gi de g, i = 1 . . . n, il existe
Pi et Qi dans R[X1, . . . ,Xm] tels que : gi(x) = Pi(x)/Qi(x), ∀x ∈ R

m.
Dans cette Note, nous allons généraliser les résultats établis par Mokkadem [9] à une classe plus large de modèles

où la fonction F n’est pas nécessairement polynomiale. Pour ce faire, nous commençons par construire une variété
algébrique W de R

s telle que F(W,R
d) ⊂ W et montrons que Yt est récurrente au sens de Harris et est géométrique-

ment ergodique sur W , et que la solution stationnaire est unique et est β-mélangeante. Ensuite nous appliquons ces
résulats aux modèles GARCH multivariés.

2. Le modèle

Soit (Yt )t∈Z une chaîne de Markov, à valeurs dans un ouvert U ⊂ R
s , définie par la relation (1) ; où F est une

application de U × R
d dans U . Nous supposons, qu’il existe des applications f et ψ de U × R

d dans R
d et U × R

d

dans R
s respectivement telles que :

F1 – ∀y ∈ U , l’application fy(·) := f (y, ·) est un C1-difféomorphisme de R
d dans R

d .
F2 – Pour tout (y, z) ∈ U × R

d ; F(y, z) = ψ(y,fy(z)).
F3 – L’application ψ est polynomiale.

Définition 1. Soit (Yt )t∈Z une chaîne de Markov à valeurs dans un ouvert U ⊂ R
s , vérifiant la relation (1). Nous

dirons que (Yt )t∈Z est semi-polynomiale si la fonction F satisfait les conditions F1–F3.

Pour l’étude de l’ergodicité de telles chaînes nous imposons les conditions de régularité suivantes :

H0 – ηt est une suite de variables aléatoires i.i.d. de R
d d’espérance nulle et de variance Id . De plus, la loi commune

des ηt est continue par rapport à la mesure de Lebesgue. Notons γ sa densité et E son domaine de positivité
défini par E = {z ∈ R

d;γ (z) > 0}.
H1 – Il existe un compact K de R

s , une fonction V � 0 uniformément bornée sur K ainsi que des réels positifs α < 1
et c tels que : lim‖y‖→∞ V (y) = +∞ et

∀y ∈ U, ∃n ∈ N, tels que E
[
V (Yn)|Y0 = y

]
� αn

[
V (y) + c1K(y)

]
.

H2 – Il existe a ∈ E, intérieur à la fermeture de E, et T ∈ R
s tels que, pour tout y ∈ U , la suite (Y

y
n )n∈N, définie par

Y
y

0 = y et Y
y
n = F(Y

y

n−1, a), converge vers T .

Nous avons le principal résultat de cette section concernant ces chaînes :

Théorème 1. Soit (Yt )t∈Z une chaîne de Markov semi-polynomiale. Si les conditions H0–H2 sont satisfaites alors, la
chaîne de Markov (Yt )t∈Z est Harris-récurrente et géométriquement ergodique. De plus, la solution stationnaire est
β-mélangeante.

Les résultats ci-dessus ont été établis dans le cas où fy = idRd par Mokkadem [9]. Ils permettent d’obtenir, la
récurrence Harris et le β-mélange des modèles ARMA et des modèles bilinéaires. Dans la suite, nous allons appliquer
notre théorème pour établir l’ergodicité des modèles GARCH multivariés.
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3. Application aux GARCH multivariés

Pour modéliser la variance conditionnelle d’une série chronologique, Engle [5] a introduit en 1982 les modèles
ARCH. Dans ces modèles, la variance conditionnelle d’un processus s’exprime à tout instant de façon autorégressive
en fonction des carrés des innovations du processus. Bollerslev [1] en 1986 a généralisé ces modèles en faisant
apparaître des variances conditionnelles passées dans l’équation de la variance conditionnelle présente. Afin d’étendre
cette notion au cadre multivarié, Engle et Kroner [6] (voir également [7]) ont proposé une modélisation de la matrice
de variance conditionnelle qui assure la positivité de celle-ci. Soit Xt ∈ R

d un processus conditionnellement centré
(i.e. E(Xt |Ft−1) = 0) de variance conditionnelle Ht = E(XtX

′
t |Ft−1), où X′ désigne la matrice transposée de X et

Ft−1 est la tribu engendrée par les valeurs passées de Xt : Ft−1 = σ(Xt−1,Xt−2, . . .).

Définition 2. On dira que Xt est un processus GARCH(p, q) s’il existe un entier k et des matrices carrées d ×d , Ai,j ,
Bi,j et C, avec C symétrique définie positive tels que :

Ht = C +
q∑

i=1

k∑
j=1

Ai,jXt−iX
′
t−iA

′
i,j +

p∑
i=1

k∑
j=1

Bi,jHt−iB
′
i,j .

En notant vech l’opérateur qui permet de stocker dans une colonne les éléments situés sur et en-dessous de la
diagonale d’une matrice, on obtient la représentation vectorielle équivalente :

vech(Ht ) = vech(C) +
q∑

i=1

Aivech
(
Xt−iX

′
t−i

) +
p∑

i=1

Bivech(Ht−i ),

où (Ai)i=1...q et (Bi)i=1...p sont des matrices carrées (d+1)d
2 vérifiant les conditions de positivité données dans [2], [6]

et [7].
Nous nous intéressons aux solutions de la forme Xt = √

Ht ηt , où (ηt )t∈Z est une suite de variables aléatoires dans
R

d i.i.d. de loi commune centrée réduite et
√

Ht une matrice aléatoire d × d , Ft−1-mesurable. On suppose, de plus,
que ηt est indépendant de Ft−1.

La variance conditionnelle de Xt vérifie
√

Ht

√
Ht

′ = Ht . Plusieurs choix de
√

Ht sont alors possibles. Nous
retiendrons celui où

√
Ht est triangulaire inférieure à éléments diagonaux strictement positifs afin d’expliquer la

1ère composante de Xt par un bruit blanc η1,t , la 2ème composante par l’ajoût d’un second bruit η2,t indépendant du
premier etc.

Soit Yt la variable aléatoire à valeurs dans R
s , s = p

(d+1)d
2 + (q − 1)d , définie par :

Yt = (
vech(Ht+1)

′,vech(Ht )
′, . . . ,vech(Ht−p+2)

′,X′
t ,X

′
t−1, . . . ,X

′
t−q+2

)′
.

En remplaçant vech(Ht+1) et Xt par leur expession en fonction de Yt−1, on vérifie que Yt est une chaîne de Markov
de la forme (1). Notons ρ(A) le rayon spectral d’une matrice A. Nous avons :

Théorème 2. Si la loi des ηt est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue sur R
d de densité stricte-

ment positive sur un voisinage de 0 et si ρ(
∑

i Ai + ∑
i Bi) < 1 alors, la chaîne de Markov Yt est récurrente au sens

de Harris, géométriquement ergodique. De plus, la solution stationnaire du modèle GARCH(p, q) associée à Yt est
unique et est β-mélangeante.

Démonstration du Théorème 1. Pour établir ce théorème nous procédons comme Mokkadem [9]. Désignons par
Wk la fermeture au sens de la topologie de Zariski de Fk(T ,Ek) (Wk est le plus petit ensemble algébrique contenant
Fk(T ,Ek)). On montre, grâce à H2 et à la continuité des fonctions polynomiales pour la topologie de Zariski, que
Wk est une suite strictement croissante de variétés algébriques. Elle est donc constante à partir d’un certain rang (voir
[2] et [9]). Il existe alors un entier n0 tel que ∀n � n0, Wn = Wn0 := W ; de plus, F(W,R

d) ⊂ W et on peut donc
se restreindre à W . Pour n0 et W ainsi définis, on établit le lemme suivant qui permet d’établir la ϕ-irréductibilité et
l’apériodicité de la chaîne Yt sur W , avec ϕ(·) = P n0(T , ·).



278 F. Boussama / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 343 (2006) 275–278
Lemme 1. Supposons les hypothèses H1 et H2 satisfaites alors, pour tout borélien B de W et pour tout entier n � n0,

lim inf
y→T ,y∈W

P n(y,B) � P n(T ,B).

Sous l’hypothèse H0 et grâce à un résultat général, dû à Meyn et Tweedie [8], sur les chaînes ϕ-irréductibles et
apériodiques, on obtient ensuite la récurrence au sens de Harris et l’ergodicité géométrique de Yt , à savoir l’existence
d’une probabilité P -invariante π pour laquelle :

∃r > 1, R ∈ R tels que, ∀n ∈ N, rn
∥∥P n(y, ·) − π(·)∥∥v � RV (y), ∀y ∈ U ∩ W,

où ‖ · ‖v désigne la norme en variation totale. Mais d’après Davidov [3], le coefficient de β-mélange du processus
stationnaire Yt est βn = ∫

W π(dy)‖P n(y, ·) − π(·)‖v. En remarquant que la suite de fonctions ‖P n(y, ·) − π(·)‖v,
n ∈ N, tend vers 0 et est uniformément majorée par 2. Il vient, par application du théorème de convergence dominée,
que βn → 0 quand n → ∞. Ceci assure le β-mélange de la solution stationnaire.

Démonstration du Théorème 2. Avec Xt = √
Htηt := fYt (ηt ), on vérifie facilement que Yt est semi-polynomiale.

Désignons par tr(N) la trace d’une matrice N . En prenant la fonction V définie par V (Yt ) = ∑p−1
i=1 tr(Ht−i+1) +∑q−1

i=1 tr(Xt−i+1X
′
t−i+1), on établit que la condition H1 est satisfaite si ρ(

∑
Ai +∑

Bi) < 1. Par ailleurs, avec a = 0
on montre que les suites (Y

y
n )n∈N définies en H2 convergent vers un unique point T de R

s si ρ(
∑

Bi) < 1. Ceci
est également assuré par la condition ρ(

∑
Ai + ∑

Bi) < 1, à cause des conditions de positivité sur les matrices
(Ai)i=1...q et (Bj )j=1...p . Ainsi l’hypothèse H2 est vérifiée et le Théorème 1 permet alors de conclure.

Pour montrer l’unicité de la solution stationnaire il suffit, grâce à la récurence Harris de la chaîne de Markov Yt

sur W , d’établir que toute solution stationnaire est à valeur dans W . Ce qui est assuré par le Lemme 2 suivant. Notons
(Li)i∈N les coefficients du développement en série entière de la fraction matricielle (I − ∑p

i=1 Bix
i)−1(

∑q

i=1 Aix
i).

Lemme 2. S’il existe une solution stationnaire aux modèles GARCH(p, q) alors on a :

vech(Ht ) =
(

I −
p∑

i=1

Bi

)−1

vech(C) +
∞∑
i=1

Livech
(
Xt−iX

′
t−i

)
presque sûrement.
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