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Résumé

A partir de la structure de groupe abélien de l’ensemble des points rationnels d’une courbe elliptique, on améliore un théorème
de Shokrollahi concernant l’application de l’algorithme de D.V. Chudnovsky et G.V. Chudnovsky sur des courbes algébriques de
genre 1. Plus précisément, on montre que, si 1

2q +1 < n � 1
2 (q +1+ ε(q)), alors la complexité bilinéaire de la multiplication dans

des extensions de degré n d’un corps fini Fq est égale à 2n. Pour citer cet article : J. Chaumine, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 343
(2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

On the bilinear complexity of the multiplication in small finite fields. In this Note, we improve a result of Shokrollahi who
has applied the algorithm of D.V. Chudnovsky and G.V. Chudnovsky to algebraic curves of genus one. More precisely, from the
Abelian group structure of the set of rational points on elliptic curves, we show that, if 1

2q + 1 < n � 1
2 (q + 1 + ε(q)), then the

bilinear complexity of the multiplication in all extensions Fqn is equal to 2n. To cite this article: J. Chaumine, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. I 343 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Complexité bilinéaire de la multiplication

Soient Fq un corps fini à q éléments où q = pr est une puissance d’un nombre premier p et Fqn une extension de
Fq de degré n. La complexité bilinéaire de la multiplication m dans Fqn sur Fq , notée μq(n), est le rang du tenseur
tm ∈ F

∗
qn ⊗ F

∗
qn ⊗ Fqn associé à m, où F

∗
qn désigne le dual de Fqn sur Fq (voir [7,1]). Winograd [9] et De Groote [4]

ont montré que μq(n) � 2n− 1, avec égalité si et seulement si n � 1
2q + 1. Par ailleurs, en appliquant l’algorithme de

Chudnovsky [3] sur des courbes elliptiques, Shokrollahi [5] a montré le théorème suivant :

Théorème 1.1. La complexité bilinéaire μq(n) de la multiplication dans Fqn est égale à 2n si 1
2q + 1 < n < 1

2 (q +
1 + ε(q)) où ε est la fonction définie par :

ε(q) =
{

le plus grand entier � 2
√

q et premier avec q, si q n’est pas un carré parfait.

2
√

q, si q est un carré parfait.
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2. Amélioration du résultat de Shokrollahi

Dans cette Note, on améliore, dans le cas des courbes elliptiques, le théorème de Shokrollahi, en élargissant la
plage des degrés d’extension du corps fini Fq où l’on peut appliquer l’algorithme de Chudnovsky avec une complexité
bilinéaire de la multiplication dans Fqn égale à 2n. Plus précisément, en utilisant la structure de groupe abélien de
l’ensemble des points rationnels d’une courbe elliptique, on obtient le résultat suivant [2] :

Théorème 2.1. Soient q une puissance d’un nombre premier et n un entier naturel tel que :

1

2
q + 1 < n � 1

2

(
q + 1 + ε(q)

)
.

Alors la complexité bilinéaire de la multiplication dans Fqn vérifie :

μq(n) = 2n.

Ce théorème découle de l’existence d’un corps de fonctions elliptiques vérifiant les propriétés énoncées dans la
proposition suivante :

Proposition 2.2. Soit q une puissance d’un nombre premier. Soit n un entier naturel vérifiant l’inégalité 3 � n �
1
2 (q + 1 + ε(q)). Il existe un corps de fonctions elliptiques E/Fq contenant k places P0, . . . ,Pk−1 de degré 1 avec
k � 2n, une place Q de degré n et un diviseur D de degré n tels que :

1. [D] �= [Q],
2. 2D − (Pi0 + · · · + Pi2n−1) n’est pas principal,
3. ordPi

(D) = 0 pour i = 0, . . . , k − 1.

Cette proposition se justifie à l’aide des deux lemmes suivants :

Lemme 2.3. Soit q � 4 une puissance d’un nombre premier. Soit n � 3 un entier naturel. Alors tout corps de fonctions
elliptiques E/Fq a au moins une place de degré n.

Lemme 2.4. Soit q une puissance d’un nombre premier. Soit E une courbe elliptique sur Fq . Soient Pj un point
rationnel de E et ⊕ la loi de groupe sur l’ensemble des points rationnels E(Fq) décrite dans [8]. Alors l’équation
P ⊕ P = Pj a au plus quatre solutions.

Remarque. Par exemple, si on veut multiplier dans F87 , le résultat de Shokrollahi ne nous permet pas d’appliquer
l’algorithme de Chudnovsky à une courbe elliptique. On peut au mieux utiliser une courbe hyperelliptique de genre 2
et on obtient une complexité bilinéaire μ8(7) � 15 d’après [1,6]. Le résultat obtenu dans cette Note montre l’existence
d’un corps de fonctions elliptiques pour lequel la complexité bilinéaire de la multiplication dans F87 est égale à 14.
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