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Résumé

L’auteur démontre que tout idéal engendré par un nombre fini de fonctions réel-analytiques dans une intersection de classes
non-quasi-analytiques est fermé pour la topologie de Fréchet associée naturellement à un tel espace. Elle obtient aussi un critère
de fermeture pour des générateurs moins réguliers. Pour citer cet article : E. Croix, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 343 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Closed ideals in some intersections of non-quasi-analytic classes. The author proves that any ideal generated by a finite num-
ber of real analytic functions in an intersection of non-quasi-analytic classes is closed for the natural Frechet topology associated
to such a space. She also establishes a closedness criterion when the generators are less regular. To cite this article: E. Croix, C. R.
Acad. Sci. Paris, Ser. I 343 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Cette Note résume la Thèse de Doctorat de l’auteur [4].

1. Notations

Étant donné un multi-indice J = (j1, . . . , jn), on pose j = j1 + · · · + jn, J ! = j1!, . . . , jn! et xJ = x
j1
1 · · ·xjn

n pour
tout x ∈ Rn. Pour un réel δ, on note �δ� le plus petit entier supérieur à δ.

Dans tout ce qui suit, U est un ouvert de Rn, K et L sont des compacts de U tels que K ⊂ L. Pour tout x ∈ Rn,
on note dK(x) la distance de x à K . On pose d = maxx∈L dK(x) et Z = L \ K . On dira qu’un couple de réels (δ, ε)

vérifie (�) si on a δ � 1 et ε ∈ ]0,4−δ−3d1−δ[.
Soit une série formelle F = ∑

H∈Nn FH XH . On pose supp F = {H ∈ Nn; FH �= 0} et ExpF = min(supp F) pour
l’ordre lexicographique-inverse [1, I.0.1.4]. Soit J un idéal de séries formelles. L’ensemble NJ = {ExpF ; F ∈ J }
est appelé diagramme des exposants initiaux de J . On désigne par (α1, . . . , αt ) l’ensemble de ses sommets. On a
donc NJ = ∑t

i=1(αi + Nn). Pour tout i = 1, . . . , t , il existe une série Gi dans J telle que αi = ExpGi . La division
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à la Hironaka formelle [1] associe alors à toute série F ∈ J , un unique t-uplet de séries (Q1, . . . ,Qt ) satisfaisant
F = ∑t

i=1 QiGi .

Pour toute fonction f ∈ C∞(U) et tout a ∈ U , on pose T af (X) = ∑
H∈Nn

DH f (a)
H ! XH . Soient ϕ1, . . . , ϕp des

éléments de C∞(U). Pour tout a ∈ U , on pose Ia = (T aϕ1, . . . , T aϕp)R[[X]]. Etant donnée une application g à
composantes dans C∞(U), on désigne par �g(x) son jacobien au point x.

Définition 1.1. Une suite croissante de nombres réels est dite admissible si les conditions suivantes sont vérifiées :

(H1) M est logarithmiquement convexe et M0 = 1,
(H2) ∃A > 0, ∀(k, l) ∈ N2, Mk+l � Ak+lMkMl ,
(H3)

∑
p∈N∗

Mp−1
pMp

< ∞.

Une suite M est dite inter-admissible si, pour tout a > 0, la suite Ma = (Ma
p)p∈N est admissible.

Soient M une suite admissible et λ un réel dans ]0,1]. On définit

CM
λ (U) = {

f ∈ C∞(U); ‖f ‖M
λ < ∞}

avec ‖f ‖M
λ =

∑
H∈Nn

sup
x∈U

∥∥DH f (x)
∥∥ XH

h!Mh

.

C’est une algèbre de Banach pour la topologie associée à la norme ‖ ‖M
λ . On considère aussi la classe non-

quasi-analytique CM(U) = ⋃
λ∈]0,1] CM

λ (U). Pour toute suite inter-admissible M , on définit les espaces de Fréchet
ĈM(U) = ⋂

a>0 CM
a (U) et

ĈM,loc(U) = {
f ∈ C∞(U); ∀V � U,f|V ∈ ĈM(V )

}
.

Ce dernier espace est appelé intersection des classes non-quasi-analytiques associées à M . On remarque que l’espace
des fonctions réel-analytiques sur U , noté O(U), est inclus dans ĈM,loc(U). Les espaces ĈM,loc(U) ont été introduits
par Chaumat et Chollet dans [2] et [3].

2. Résultats préliminaires

On établit des résultats précis pour l’extension et la composition dans les algèbres CM
λ (U).

Proposition 2.1. Soit (δ, ε) un couple de réels vérifiant (�) et soit (ga)a∈Z une famille de fonctions telles que, pour
tout a ∈ Z et tout b ∈ Va ∩ L, on ait T bga = T bgb et ga ∈ CM

ωa
(Va) avec ωa ∈ ]0,1] et Va = B(a, εdK(a)δ). Il existe

alors une fonction g ∈ C∞(Rn \ K) telle que, pour tout a ∈ Z, on ait T ag = T aga et g|Va
∈ CM(Va). De plus, le

support de g est inclus dans
⋃

a∈Z Va et si les valeurs

C1a = sup
b∈B(a,dK(a)δ4−1)∩Z

ω−1
b et C2a = sup

b∈B(a,dK(a)δ4−1)∩Z

‖gb‖M
ωb

sont finies, on a ‖g|Va
‖M
(C3C1a)−1dK(a)δ

� C4C2a pour des constantes C3 et C4 ne dépendant pas de a.

Remarque 1. Dans la proposition 2.1, s’il existe un réel δ′ � 1 vérifiant, pour tout point a ∈ Z, C1a � dK(a)−δ′
et

si, pour tout a ∈ Z et tout p ∈ N, on a C2a � dK(a)p , alors la fonction g peut être prolongée à Rn en une fonction de

CM�δ′+δ�+1
(Rn) plate sur K .

Théorème de composition directe et réciproque 2.2. Soient U et V deux ouverts de Rn. Soit f ∈ (CM
λf

(U))n avec
f (U) = V . Il existe des constantes C5, C6 et k, ne dépendant que de M et n, telles qu’on ait les propriétés suivantes :

– pour toute fonction g de CM
λg

(V ), on a ‖g ◦ f ‖M
ω � C6‖g‖M

λg
avec ω = min(λf ,λg)C5 min(C−1

f ,1) en posant

Cf = ‖f ‖M λ−1, ou Cf = ∑n ‖ ∂f ‖M quand cette dernière valeur est finie ;
λf f i=1 ∂xi λf
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– si, de plus, la valeur ωf = minx∈U |�f (x)| est strictement positive et si h est une fonction de C∞(V ) vérifiant
h ◦ f ∈ CM

λ (U), pour un certain λ ∈ ]0,1], alors on a ‖h‖M
ω′ � C6‖h ◦ f ‖M

λ avec

ω′ = C5λmin
(
ωf ,λf ,

(‖f ‖M
λf

)−1)k
.

3. Théorèmes de fermeture

Le premier théorème obtenu s’inscrit dans la lignée d’un résultat de Tougeron et Merrien [6, V.5.7].

Théorème 3.1. Soient ϕ1, . . . , ϕp des fonctions de ĈM,loc(U). On suppose que la fonction

γ =
p∑

i=1

ϕ2
i +

∑
1�i1<···<ip�n

(
D(ϕ1, . . . , ϕp)

D(xi1, . . . , xip )

)2

vérifie, par rapport à l’ensemble V (γ ) de ses zéros, une inégalité de Łojasiewicz du type :

γ (x) � Cd
(
x,V (γ )

)α
pour tout x ∈ U avec C ∈ ]0,1] et α � 1.

On suppose aussi que V (γ ) est discret. Alors l’idéal (ϕ1, . . . , ϕp)ĈM,loc(U) est fermé.

La démonstration suit le schéma général du cas C∞ ; l’adaptation nécessite toutefois la proposition 2.1 et le théo-
rème 2.2. L’hypothèse sur l’inégalité de Łojasiewicz est indispensable. En effet, l’idéal engendré par la fonction
x2 + exp(− exp(logy)2) dans ĈM,loc(U) n’est pas fermé.

On s’intéresse maintenant au cas de générateurs réel-analytiques.

Définition 3.2. Soient ϕ1, . . . , ϕp des fonctions réel-analytiques sur U . Soient (δ, ε) vérifiant (�) et r ∈ R+∗. On dira
que le 5-uplet (K,L, ε, δ, r) vérifie la propriété (��) s’il satisfait les conditions suivantes :

– le diagramme NIa est constant sur Z. On note α1, . . . , αt ses sommets ;
– pour tout i ∈ {1, . . . , t}, il existe gi dans (ϕ1, . . . , ϕp)O(U) vérifiant ExpT agi = αi pour tout a ∈ Z ;
– pour tout point a ∈ Z, et après une permutation éventuelle des coordonnées, il existe une application

φa :x �→ (φ1a(x), . . . , φqa(x), xq+1, . . . , xn) définie sur B(a,2εdK(a)δ), vérifiant les inégalités ‖φia‖M
εdK(a)δ

�
ε−1dK(a)−δ , |�φa(a)| � εdK(a)δ et telle que l’on ait

Z ∩ Wa = {
x ∈ Wa; φ1a(x) = · · · = φqa(x) = 0

}
, avec Wa = B

(
a, εdK(a)δ

) ∩ B(0, r).

En particulier, Z est une sous-variété analytique.

Proposition 3.3. Soient (K,L, ε, δ, r) vérifiant (��) et un réel λ ∈ ]0,1]. Soit une fonction f dans CM
λ (B(0, r)),

plate sur K et telle que, pour tout a ∈ Z, la série formelle T af appartienne à Ia . Alors, pour tout μ ∈ ]0, r[, il existe
un réel σ et une fonction h ∈ (ϕ1, . . . , ϕp)CMσ

(U) telle que f − h soit plate sur L ∩ B(0, r − μ).

On donne ici une idée de la preuve. En reprenant les travaux de A. Mouze [5], on précise d’abord la division à la
Hironaka formelle de T af par les T agi , a ∈ Z. De là, un lemme de Borel à paramètres [1, II.10], la dernière condition
de (��) et le théorème 2.2 permettent de construire des fonctions qia ∈ CMσ

(Va) telles que f|Va
= ∑t

i=1 giqia . On en
déduit des fonctions qi ∈ CMσ

(U) grâce à la proposition 2.1 et à la remarque 1. On prend h = ∑t
i=1 qigi .

En s’inspirant du travail sur les séries formelles de [5, chapitre 4], on démontre de manière algorithmique un
raffinement du corollaire 7.7 de [1, I].

Théorème de stratification 3.4. Soient ϕ1, . . . , ϕp des fonctions réel-analytiques sur U . Il existe une constante r > 0
et une suite croissante d’ensembles analytiques fermés

∅ = Xl+1 ⊂ Xl ⊂ Xl−1 ⊂ · · · ⊂ X1 ⊂ X0 = B(0, r) ⊂ U
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telles que, pour tout k ∈ {0, . . . , l}, le 5-uplet (Xk+1,Xk, εk, δk, rk) satisfasse (��) pour des constantes εk, δk et rk
convenablement choisies.

On obtient alors une version du théorème des idéaux fermés de Malgrange dans le cadre de ĈM,loc(U).

Théorème 3.5. Soient ϕ1, . . . , ϕp des fonctions réel-analytiques sur U . L’idéal engendré par ϕ1, . . . , ϕp dans

ĈM,loc(U) est fermé.

Le théorème se déduit de la proposition 3.3 et du théorème 3.4 en suivant le schéma de preuve utilisé par Bierstone
et Milman [1, II] dans le cas C∞.

Remarque 2. Le cas particulier p = 1 a été démontré dans [3] avec des techniques différentes.
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