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Résumé

Nous construisons des quasi-morphismes homogènes sur le groupe des difféomorphismes isotopes à l’identité et qui préservent
l’aire du tore de dimension 2, dont la restriction au groupe des difféomorphismes supportés dans un disque est égale à l’invariant
de Calabi. Pour citer cet article : P. Py, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 343 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Calabi quasi-morphisms and Reeb graph on the torus. We construct homogeneous quasi-morphisms on the identity com-
ponent of the group of area preserving diffeomorphisms of the two dimensional torus, whose restriction to the subgroup of
diffeomorphisms with support in any fixed disc equals Calabi’s invariant. To cite this article: P. Py, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I
343 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

The structure of the group Ham(S,ω) of Hamiltonian diffeomorphisms of a connected symplectic surface (S,ω)

has been studied by A. Banyaga [1]: if S is closed, this group is simple, hence does not admit any non-trivial
homomorphism to R. If S is open, each diffeomorphism f ∈ Ham(S,ω) is the time 1 map of a Hamiltonian iso-
topy generated by a compactly supported function H : [0,1] × S → R. The map which associates to f the quantity
CalS(f ) = ∫

S

∫ 1
0 H(t, ·)dtω is a homomorphism introduced by E. Calabi [4]. A. Banyaga showed that its kernel is a

simple group.
Recently, works of various authors [2,3,5,8–10] attracted the attention on the existence of certain homogeneous

quasi-morphisms on the group Ham(S,ω). These are maps Ψ : Ham(S,ω) → R such that Ψ (f n) = nΨ (f ) and such
that the quantity

sup
f,g

∣∣Ψ (fg) − Ψ (f ) − Ψ (g)
∣∣
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is finite. We focus here on the case of surfaces, but the works quoted above are also concerned with Hamiltonian
diffeomorphisms of higher dimensional symplectic manifolds. When S is closed, M. Entov and L. Polterovich asked
whether one could construct a quasi-morphism Ψ on Ham(S,ω) whose restrictions to the subgroups Ham(U,ω)

would coincide with the homomorphisms CalU if U is a displaceable open set in S, see [5] for details. Using Floer
homology, they suceeded in constructing such an invariant when S is the sphere. In [10], using purely topological
tools, we constructed such an invariant (with somewhat different properties) for surfaces of genus greater than 1. The
purpose of this note is to complete these results by constructing a family of quasi-morphisms related to the Calabi
invariant, defined on the group Diff0(T

2,ω) of area-preserving diffeomorphisms of the two dimensional torus which
are isotopic to the identity (which contains the group of Hamiltonian diffeomorphisms of the torus).

Implicitly contained in the constructions of J.-M. Gambaudo and É. Ghys in [8] is the fact that to each homogeneous
quasi-morphism φ defined on the fundamental group of the one-punctured torus, one can associate a homogeneous
quasi-morphism Cφ defined on the group Diff0(T

2,ω). Let a and b be the usual generators of the group π1(T
2 −{0}).

Here we simply notice the following:

Theorem 0.1. Suppose φ([a, b]) = 1. Then, for any disc D ⊂ T
2 and any diffeomorphism f ∈ Ham(D,ω), one has

Cφ(f ) = 2CalD(f ).

The proof of this theorem relies on an interpretation due to A. Fathi ([6], see also [7]), of Calabi’s invariant for
Hamiltonian diffeomorphisms of the disc.

Consider now a Morse function F on T
2, with critical points x1, . . . , xl , and whose critical values λi = F(xi) are

distinct: λ1 < · · · < λl . We introduce the space

F = {
H : T2 → R,ω(XH ,XF ) = 0

}
of all functions commuting with F (XH is the Hamiltonian vector field associated with H , defined by ιXH

ω = dH ).
The set Γ = {ϕ1

H ,H ∈ F} of time 1 maps of Hamiltonian flows generated by elements of F is an Abelian group on
which we can compute the values of the quasi-morphisms Cφ previously defined (assuming φ([a, b]) = 1). One can
find similar computations in [7,8], in [5] on the sphere, and in [10] on higher genus surfaces.

We can associate to the function F its Reeb graph (see [11]) in the following way. Consider a connected component
C of a level set of F . If C contains a critical point of F , associate a vertex of G to it. Let K be the finite union in T

2

of all these components. The open set T
2 \K is a finite union of cylinders. To each such cylinder V , associate an edge

of G whose ends are the vertices of G associated to the components of levels of F contained in the boundary of V . It
is easyly checked that G has the following structure. There exists a circular graph G′ in G with vertices s1, . . . , sk and
edges a1, . . . , ak such that ai goes from si to si+1 (1 � i � k − 1) and ak goes from sk to s1; and there exist k trees
T1, . . . , Tk in G such that:

G = G′ ∪
(

k⋃
i=1

Ti

)
.

The Ti ’s are disjoint and the intersection of Ti with G′ is equal to si . One has a natural projection p :S → G, and each
function H ∈ F can be written as H = HG ◦ p where HG is a function defined on G.

Theorem 0.2. If H is in F , we have:

Cφ

(
ϕ1

H

) = 2
k∑

i=1

∫
p−1(Ti )

(
H − HG(si)

)
ω.

1. Introduction

La structure du groupe Ham(S,ω) des difféomorphismes hamiltoniens d’une surface (connexe) S munie d’une
forme d’aire ω, a été étudiée par A. Banyaga [1] : Si S est fermée ce groupe est simple et n’admet donc pas d’ho-
momorphisme non-trivial vers R. Si S est ouverte, tout difféomorphisme hamiltonien f est le temps 1 d’une isotopie
hamiltonienne engendrée par une fonction à support compact H : [0,1] × S → R. L’application qui à f associe la
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quantité CalS(f ) = ∫
S

∫ 1
0 H(t, ·)dt ω est un homomorphisme introduit par E. Calabi [4], dont le noyau est simple

d’après un théorème de Banyaga.
Récemment, plusieurs auteurs se sont intéressés à la construction de quasi-morphismes homogènes sur le groupe

Ham(S,ω), c’est-à-dire d’applications Ψ : Ham(S,ω) → R telles que Ψ (f n) = nΨ (f ) et telles que la quantité

sup
f,g

∣∣Ψ (fg) − Ψ (f ) − Ψ (g)
∣∣

soit finie (voir [2,3,5,8–10]). Nous nous concentrons ici sur le cas des surfaces, mais les travaux précédents incluent
également le cas de certaines variétés symplectiques de dimension supérieure. Dans le cas où la surface S est fermée,
M. Entov et L. Polterovich ont demandé [5] si l’on pouvait construire un quasi-morphisme Ψ sur Ham(S,ω), dont
la restriction aux groupes Ham(U,ω) coïnciderait avec le morphisme CalU pour les ouverts U de S que l’on peut
disjoindre d’eux-même par un difféomorphisme hamiltonien de la surface fermée. En utilisant l’homologie de Floer,
ils ont construit un tel invariant lorsque la surface est la sphère. Dans [10], par des méthodes purement topologiques,
nous avons construit un tel invariant pour les surfaces de genre supérieur ou égal à 2 (ses propriétés sont cependant de
nature différente de celles de l’invariant construit dans [5]).

Le but de cette note est de compléter ces résultats en construisant une famille de quasi-morphismes reliée à l’inva-
riant de Calabi définis sur le groupe Diff0(T

2,ω) des difféomorphismes du tore isotopes à l’identité et qui préservent
l’aire (qui contient le groupe des difféomorphismes hamiltoniens).

2. Construction des quasi-morphismes

Il est implicite dans les constructions de J.-M. Gambaudo et É. Ghys dans [8] qu’à tout quasi-morphisme homogène
φ défini sur le groupe fondamental du tore privé d’un point, on peut associer un quasi-morphisme Cφ défini sur le
groupe Diff0(T

2,ω). Nous noterons a et b les deux générateurs standards du groupe π1(T
2 −{0}). Notre contribution

ici se borne à remarquer que si φ([a, b]) est non-nul, le quasi-morphisme Cφ est relié à l’invariant de Calabi des
difféomorphismes du disque.

Théorème 2.1. Supposons que φ([a, b]) = 1. Alors, pour tout disque D plongé dans T
2, la restriction de Cφ à

Ham(D,ω) est égale au double de l’invariant de Calabi.

Notons que l’espace affine des quasi-morphismes Cφ (où φ décrit l’ensemble des quasi-morphismes homogènes
sur π1(T

2 − {0}) prenant la valeur 1 sur l’élément [a, b]) est de dimension infinie.
La preuve de ce résultat repose sur une interprétation de l’invariant de Calabi due à A. Fathi ([6], voir aussi [7]),

que nous rappelons maintenant, sous une forme adaptée à notre propos. On note X2(D) l’espace des couples de
points distincts du disque D, dans lequel on fixe un point base (x0, x1). Pour tout point w ∈ X2(D) on choisit un
chemin (βw(t))t∈[0,1] de (x0, x1) à w dans X2(D). On note ξ le générateur naturel du groupe fondamental de X2(D).
Considérons alors une isotopie (ft ) qui préserve l’aire, à support compact dans l’intérieur du disque. Si (x, y) ∈
X2(D), le lacet

β(x,y) ∗ (
ft (x), ft (y)

) ∗ β(f1(x),f1(y))

a une classe d’homotopie égale à n(f1, x, y) · ξ dans π1(X2(D)). On peut compactifier X2(D) en ajoutant, pour
chaque point x du disque, le cercle des directions tangentes à x, pour former une variété à bord X2(D) (voir [7] pour
plus de détails), à laquelle se prolonge continûment l’isotopie (ft ). La fonction n(f1, x, y) est mesurable et bornée
sur X2(D) pour un choix raisonnable des chemins βw (on peut par exemple demander que la dérivée des chemins βw

soit bornée indépendemment de w pour une métrique riemannienne sur X2(D)). On a alors l’égalité :∫
X2(D)

n(f1, x, y)dx dy = 2CalD(f1).

Rappelons maintenant comment construire le quasi-morphisme Cφ . On note encore X2(T
2) l’espace des couples

de points distincts du tore. Fixons un point base x∗ dans T
2 − {0}. Pour tout point v de T

2 − {0}, choisissons un
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chemin (αv(t))t∈[0,1] de x∗ à v dans T
2 −{0}. Soit f ∈ Diff0(T

2,ω) et (ft ) une isotopie reliant l’identité à f . On note
α(f, x, y) l’élément du groupe π1(T

2 − {0}) représenté par le lacet

αx−y ∗ (
ft (x) − ft (y)

) ∗ αf (x)−f (y),

et Vf (x, y) = φ(α(f, x, y)). Le même argument que dans le cas du disque assure que cette fonction est mesurable et
bornée sur X2(T

2) (on peut par exemple choisir pour les chemins αv des géodésiques pour une métrique riemannienne
définie sur la variété à bord obtenue en compactifiant le tore privé d’un point par un cercle). L’application

f 	→
∫

X2(T
2)

Vf (x, y)dx dy

est un quasi-morphisme sur le groupe Diff0(T
2,ω) et l’on peut définir

Cφ(f ) = lim
p→∞

1

p

∫
X2(T

2)

Vf p (x, y)dx dy =
∫

X2(T
2)

Ṽf (x, y)dx dy

où Ṽf (x, y) = limp→∞ 1
p
Vf p(x, y) est définie presque partout.

Notons u∗ :π1(X2(D)) → π1(T
2 −{0}) le morphisme associé à l’application obtenue en composant l’inclusion de

X2(D) dans X2(T
2) et l’application (x, y) 	→ x − y. La preuve du théorème 1 est maintenant évidente en remarquant

que l’élément u∗(ξ) est conjugué au commutateur [a, b].

3. Flots hamiltoniens et graphe de Reeb

Considérons une fonction de Morse F : T2 → R, de points critiques x1, . . . , xl . On note λi = F(xi) et l’on suppose
λ1 < · · · < λl . Soit F = {H : T2 → R,ω(XH ,XF ) = 0} l’espace des fonctions qui commutent avec F (où XH est
défini par la relation ιXH

ω = dH ). L’ensemble des temps 1 des flots engendrés par les éléments de F forme un groupe
abélien, et l’on peut, comme cela a été fait dans [5] puis dans [10] (voir également [7,8] pour des calculs similaires),
calculer les valeurs prises par le quasi-morphisme Cφ sur ce groupe. De manière remarquable, nous obtenons une
formule indépendante du quasi-morphisme φ, et faisant là encore intervenir la combinatoire du graphe de Reeb G
associé à F , dont nous rappelons la définition (voir [11]). Soit C une composante connexe d’un niveau de F . Si
C contient un point critique, on lui associe un sommet du graphe. Notant K la réunion dans T

2 des composantes
connexes de niveau de F du type précédent, l’ouvert T

2 \ K est une réunion de cylindres. A chacun de ces cylindres
associons une arête de G, ayant pour extrémités les sommets associés aux composantes de niveaux contenues dans son
bord. On a une projection naturelle p : T2 → G. Toute fonction H de F peut être écrite H = HG ◦p, où la fonction HG
est définie sur le graphe G. Dans le cas du tore, G a la structure suivante. Il contient un graphe circulaire G′ de sommets
s1, . . . , sk et d’arêtes a1, . . . , ak où ai relie si à si+1 (1 � i � k − 1) et ak relie sk à s1 ; et des arbres T1, . . . , Tk , tels
que

G = G′ ∪
(

k⋃
i=1

Ti

)
.

Les arbres Ti sont disjoints et l’intersection de Ti avec G′ est égale à si .

Théorème 3.1. Si H est dans F , nous avons :

Cφ

(
ϕ1

H

) = 2
k∑

i=1

∫
p−1(Ti )

(
H − HG(si)

)
ω.

Si a est une arête de G, nous noterons a+ et a− les sommets à ses extrémités, avec la convention FG(a+) > FG(a−).
Nous choisissons un paramétrage de p−1(a) par (t, θ) ∈ ]t−a , t+a [ × R/Z de sorte que ω = dθ ∧ dt et XF (t, θ) =
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Fig. 1.

ϑF (t) ∂
∂θ

(avec ϑF > 0). Si la fonction H commute avec F , on a sur p−1(a) : XH (t, θ) = ϑH (t) ∂
∂θ

où la fonction ϑH

satisfait
t+a∫

t−a

ϑH = HG(a+) − HG(a−).

Si a est une arête de G′, on note ca la classe de conjugaison de π1(T
2 −{0}) représentée par le lacet (γ (u)−p)u∈[0,1]

où p est un point quelconque du tore en dehors de p−1(a) et où la courbe γ (u) fait un tour du cylindre p−1(a) dans
le sens prescrit par ∂

∂θ
. Quitte à inverser l’ordre cyclique dans la numérotation des sommets si , on peut supposer une

fois pour toutes que a−
1 = s1 et a+

1 = s2.

Lemme 3.2. Si H est dans F , nous avons :
∑k

i=1(HG(a+
i ) − HG(a−

i ))φ(cai
) = 0.

Pour prouver ce lemme, on remarque que (HG(a+
i )−HG(a−

i ))φ(cai
) = (HG(si+1)−HG(si))φ(ca1) (en convenant

que sk+1 = s1). Afin de prouver le théorème 2, nous calculons maintenant les intégrales
∫
p−1(a)×p−1(b)

Ṽϕ1
H
(x, y)dx dy,

où a et b parcourent l’ensemble des arêtes du graphe G. Nous distinguons pour cela quatre cas :

– a et b sont contenues dans G′ ;
– a est contenue dans G′ et b est contenue dans un arbre Ti ;
– a est contenue dans un arbre Ti et b est contenue dans G′ ;
– a et b sont contenues dans la réunion des arbres Ti .

Dans le premier cas, on peut supposer p(x) et p(y) distincts. En écrivant(
ϕt

H (x) − ϕt
H (y)

)
t∈[0,n] = (

ϕt
H (x) − y

)
t∈[0,n] ∗ (

ϕn
H (x) − ϕt

H (y)
)
t∈[0,n],

on constate que Ṽϕ1
H
(x, y) = ϑH (x)φ(ca) + ϑH (y)φ(S∗(cb)), où S∗ est l’automorphisme de π1(T

2 − {0}) induit par
l’application u 	→ −u. Après intégration, nous obtenons :∫

p−1(a)×p−1(b)

Ṽϕ1
H
(x, y)dx dy = (

HG(a+) − HG(a−)
)
φ(ca) aire

(
p−1(b)

)
+ (

HG(b+) − HG(b−)
)
φ
(
S∗(cb)

)
aire

(
p−1(a)

)
.

En utilisant le lemme précédent pour les quasi-morphismes φ et φ ◦ S∗, on constate que la somme des expressions
ci-dessus sur les arêtes de G′ est nulle. On prouve de même que la somme des intégrales correspondant aux second
et troisième cas ci-dessus est nulle. Dans le dernier cas, si les arêtes a et b sont contenues dans des arbres Ti et Tj

distincts, les trajectoires de x et y sont contenues dans des composantes connexes de niveaux de F qui bordent des
disques Di et Dj disjoints (contenus dans p−1(Ti) et p−1(Tj ) respectivement). Ceci implique que Ṽϕ1

H
(x, y) = 0. Il

nous reste donc à établir l’égalité suivante :∫
(p−1(Ti ))

2

Ṽϕ1
H
(x, y)dx dy = 2

∫
p−1(Ti )

(
H − HG(si)

)
ω.

Si a est une arête de Ti , soit ε(a) l’entier égal à 1 si F croît lorsque l’on s’approche de si et égal à −1 si F décroît
lorsque l’on s’approche de si . D’autre part, si u ∈ Ti n’est pas un sommet, on note D(u) le domaine de T

2 qui est
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l’image inverse de la composante connexe de Ti − {u} ne contenant pas si . On note également χ(u) = aire(D(u)) et,
si a est une arête de Ti d’extrémités a+ et a−,

χ(a+) = lim
u∈a,u→a+ χ(u),

χ(a−) = lim
u∈a,u→a− χ(u).

Le nombre χ(a±) dépend du sommet a± et de l’arête a, pas seulement du sommet. Pour calculer Ṽϕ1
H
(x, y), on

distingue trois cas, selon la position relative des points si , p(x) et p(y) dans l’arbre Ti , comme sur la Fig. 1. Dans le
premier cas, nous avons Ṽϕ1

H
(x, y) = 0. Le second et le troisième cas sont symétriques. Dans le troisième cas, on a

Ṽϕ1
H
(x, y) = −ε(a)ϑH (x)(p(x) ∈ a). Par une intégration par partie (en remarquant que ∂

∂t
aireD(p(θ, t)) = ε(a) où

(θ, t) désigne un point de p−1(a) paramétré comme précédemment), nous obtenons :∫
x∈p−1(a), y∈D(p(x))

Ṽϕ1
H
(x, y)dx dy =

∫
p−1(a)

Hω − ε(a)
(
HG(a+)χ(a+) − HG(a−)χ(a−)

)
.

En sommant l’expression ci-dessus sur les arêtes de Ti on obtient la quantité
∫
p−1(Ti )

(H − HG(si))ω.
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