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Résumé

Nous définissons des développements en polynômes homogènes pour les fonctions régulières (c’est-à-dire appartenant au noyau
de l’opérateur de Dirac) et obtenons de nouveaux développements pour les fonctions hyperholomorphes (c’est-à-dire appartenant
au noyau de l’opérateur de Cauchy–Fueter). Nous étudions la notion de fonction rationnelle associée à l’opérateur de Dirac. Pour
citer cet article : D. Alpay et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 343 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Rational functions and Gleason’s problem associated to Dirac’s operator. We define developments in terms of homogeneous
polynomials for regular functions (that is, in the kernel of the Dirac operator) and obtain new developments for hyperholomorphic
functions (that is, in the kernel of the Cauchy–Fueter operator). Rational functions associated to the Dirac operator are also studied.
To cite this article: D. Alpay et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 343 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

In this Note we present some new power expansions in the setting of Clifford analysis, related to the Dirac and
the Cauchy–Fueter operators. We assume known the Clifford algebra Cl0,n, that is the algebra generated by e0 =
1, e1, . . . , en and such that(

n∑
�=1

x�e�

)2

= −
n∑

�=1

x2
� , x� ∈ R,
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(see [6,7]) and recall the definition of the Dirac operator

D̃f =
n∑

�=1

e�

∂f

∂x�

; f :Ω ⊂ R
n −→ Cl0,n,

and of the Cauchy–Fueter operator

Df =
n∑

�=0

e�

∂f

∂x�

; f : Ω ⊂ R
n+1 → Cl0,n,

where in both cases Ω denotes an open set. Left regular functions form by definition the kernel of the Dirac operator
while left hyperholomorphic functions form the kernel of the Cauchy–Fueter operator. The corresponding notions
of right regular and right hyperholomorphic functions correspond to the definitions of the Dirac and Cauchy–Fueter
operators when the e� are on right, and will not be considered here. In the following we omit the mention ‘left’. In
[1,2] a new approach to various problems in Clifford analysis was presented, using the notion of Gleason’s problem,
and which allowed us to introduce in a natural way the hyperholomorphic variables first defined by Fueter. A key role
was played by the backward-shift operators

R�f (x) =
1∫

0

∂f

∂x�

(tx)dt.

The analysis in these papers allowed us to define rational hyperholomorphic functions (see [4] and [5]), and can be
adapted to the Dirac operator. Still, that analysis did not reduce to the case of the Dirac operator for functions which
do not depend on the variable x0. In the present Note we study the case of the Dirac operator and we develop a
theory associated to the Cauchy–Fueter operator which reduces to the theory associated to the Dirac operator when
the functions do not depend on x0.

1. Les variables régulières associées à l’opérateur de Dirac

Soit f (x) une fonction régulière dans un voisinage de l’origine de R
n. Dérivant la fonction t �→ f (tx) par rapport

à t et intégrant ensuite toujours par rapport à t nous obtenons :

f (x) − f (0) =
n∑

�=2

ζ̂�(x)R�f (x), (1)

où

ζ̂�(x) := x1e1e� + x� pour � = 2, . . . , n (2)

(nous renvoyons à [8, p. 151] pour cette méthode dans le cadre des fonctions analytiques). Les fonctions ζ̂� et R�f sont
régulières, mais les différents produits ζ̂�(x)R�f (x) ne sont pas nécessairement réguliers. Itérant (1) nous obtenons
une expansion d’une fonction régulière en série de polynômes homogènes réguliers :

f (x) =
∞∑

k=0

∑
|ν|=k

ζ̂ ν(x)fν, (3)

où les coefficients fν ∈ Cl0,n et où, pour ν = (ν2, . . . , νn), nous définissons |ν| = ν2 + · · · + νn et ζ̂ ν(x) est le produit
symétrique

ζ̂ ν(x) = ζ̂
×ν2
2 (x) × · · · × ζ̂×νn

n (x)

de ν2 copies de ζ̂2, . . . , νn copies de ζ̂n.
Cette expansion est l’analogue pour l’opérateur de Dirac de l’expansion en polynômes de Fueter d’une fonction

hyperholomorphe, et démontrée de cette manière dans la note [1]. Les variables hyperholomorphes qui génèrent les
polynômes de Fueter sont définies par

ζ� = x� − e�x0, � = 1, . . . , n.
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Notons que

ζ̂�(x) = ζ1e1e� + ζ�, � = 2, . . . , n.

Cependant, les ζ� ne sont pas des fonctions régulières et lorsque l’on considère une fonction hyperholomorphe qui
ne dépend pas de x0 (elle est donc une fonction régulière), les formules pour les expansions en polynômes de Fueter
avec x0 = 0 ne donne pas l’expansion (3). Cela suggère que les variables ζj ne sont pas les meilleures pour étudier
l’opérateur de Cauchy–Fueter. C’est là un des principaux (et surprenant, à notre avis) points de cette note.

2. Problème de Gleason pour l’opérateur de Dirac

Nous définissons le produit

ζ̂ μcμ�̂ζ̂ νcν = ζ̂ μ+νcμcν, cμ et cν ∈ Cl0,n.

Soit f (x) de la forme (3) et g(x) = ∑∞
k=0

∑
|ν|=k ζ̂ ν(x)gν . Nous avons

(f �̂g)(x) =
∞∑

k=0

∑
|ν|=k

ζ̂ ν

( ∑
μ�ν

fμgν−μ

)
,

où par définition μ � ν si μ� � ν� pour � = 2, . . . , n. Nous obtenons donc le produit de Cauchy des séries, mais il est
à noter une différence importante : les variables et les coefficients ne commutent pas. Nous obtenons de cette manière
une structure d’anneau pour les polynômes réguliers. Notons que

f (x) − f (0) = (
ζ̂2�̂R2f

)
(x) + · · · + (

ζ̂n�̂Rnf
)
(x), (4)

où f est régulière à l’origine. Contrairement à (1) tous les termes (ζ̂��̂R�f ) sont maintenant réguliers.

3. Une structure d’anneau pour les polynômes hyperholomorphes homogènes

Les fonctions ζ̂�(x), (� = 2, . . . , n) sont non seulement régulières mais aussi hyperholomorphes. Une fonction
régulière f̃ peut donc être vue comme une fonction hyperholomorphe f telle que

f (x0, . . . , xn) := f̃ (x1, . . . , xn)

pour tout x0. Soit

D = ∂0 + D̃,

et définissons la variable ζ̂0 := x1e1e� + x0. Le système (2) est ainsi complété de manière à ce que les fonctions ζ̂�,
� ∈ {0,2, . . . , n} forment une nouvelle base des polynômes homogènes hyperholomorphes. Il est donc possible de
développer une théorie identique à la théorie présentée dans [3] ; cette nouvelle théorie se réduit au cas de l’opérateur
de Dirac pour les fonctions qui ne dépendent pas de x0. Nous avons en particulier :

Théorème 1. Une fonction hyperholomorphe f (x) dans un voisinage de l’origine de R
n+1 admet une expansion de

la forme

f (x) =
∞∑

k=0

∑
|ν|=k

ζ̂ ν(x)f̂ν =
∞∑

k=0

∑
|ν|=k

ζ̂ ν f̂ν +
∞∑

k=1

∑
|ν̂|=k

ζ̂ ν̂ (x)f̂ν̂ .

La variable x0 apparaît seulement dans le second terme : si la fonction f (x) ne dépend pas de x0 (et donc est
régulière), ce terme disparaît et nous obtenons le développement (3).
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4. Fonctions rationnelles pour l’opérateur de Dirac

Soit maintenant p(x) un polynôme homogène pour lequel p(0) = 0, et définissons l’inverse (1 −p)−�̂ par la série

(1 − p)−�̂(x) = 1 + p(x) + (p�̂p)(x) + (
p�̂p�̂p

)
(x) + · · · .

Nous obtenons un anneau (non commutatif). Les éléments de ce anneau sont les fonctions rationnelles.
Appelons invariant un espace M de fonctions régulières à l’origine tel que pour tout f ∈ M il existe des fonctions

f2, . . . , fn ∈M telles que

f (x) − f (0) = (
ζ̂2�̂f2

)
(x) + · · · + (

ζ̂n�̂fn

)
(x) (5)

(les fonctions f� ne sont pas nécessairement les R�f ). On dit aussi que le problème de Gleason est résoluble dans M.

Théorème 2. Un module de fonctions régulières est de dimension finie et invariant si et seulement si il est généré par
les colonnes d’une matrice de la forme

C�̂(
I − (

ζ̂2A2 + · · · + ζ̂nAn

))−�̂

où C,A2, . . . ,An sont des matrices dont les éléments sont dans Cl0,n et qui sont de dimensions appropriées.

Comme dans [4] nous avons les caractérisations d’une fonction rationnelle en termes de réalisation, de restriction
à l’hyperplan x1 = 0 et en termes d’espaces invariants :

Théorème 3. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) La fonction régulière f et à valeurs dans (Cl0,n)
p×q est rationnelle.

(2) La restriction de f à x1 = 0 est une fonction rationnelle des variables réelles x2, . . . xn (et à coefficients dans
(Cl0,n)

p×q).
(3) Nous avons

f (x) = D + C�̂(
I − (

ζ̂2A2 + · · · + ζ̂nAn

))−�̂�̂(
ζ̂2B2 + · · · + ζ̂nBn

)
où D,C,A2, . . . ,An,B2, . . . ,Bn sont des matrices dont les éléments sont dans Cl0,n et qui sont de dimensions
appropriées.

(4) Il existe un module M de dimension finie et invariant tel que le problème de Gleason soit résoluble dans M pour
toutes les colonnes de f .

La démonstration est similaire au cas hyperholomorphe, et fait en particulier appel au théorème de Cauchy–
Kovalevskaya pour l’équivalence avec (2).

5. Fonctions rationnelles hyperholomorphes

Nous définissons maintenant pour le cas hyperholomorphe les polynômes ζ̂ ν , la structure d’anneau et la notion
de fonction rationnelle comme dans les paragraphes précédents, mais en prenant ζ̂� pour � = 0,2, . . . , n et non
� = 2, . . . , n. (Notons que ζ̂1 ≡ 0 et donc on pourrait prendre � = 0,1, . . . , n sans changement majeur). On obtient
de cette manière une structure d’anneau isomorphe (mais différente) pour les polynômes hyperholomorphes. Nous
ignorons si les fonctions rationnelles associées coïncident avec les fonctions rationnelles introduites dans [4] et [3].
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