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Résumé

On démontre deux résultats sur la densité d’état intégrée de l’équation de Schrödinger quasi-périodique unidimensionnelle
discrète avec un potentiel analytique et des fréquences Diophantiennes, dans le régime perturbatif. On montre, d’une part, que
cette fonction est 1

2 -Hölder continue. D’autre part, on donne une estimation sub-exponentielle de la longueur de chaque lacune
en fonction de son paramètre donné par le ‘Gap labeling theorem’. Ces résultats sont obtenus par une étude de la réductibilité du
co-cycle associé. Pour citer cet article : S. Hadj Amor, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 343 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

On the density of states of the one dimensional quasi-periodic Schrödinger operators. We prove two results on the density of
states of the discrete one dimensional quasi-periodic Schrödinger equation with an analytic potential and Diophantine frequencies
in the perturbed regime. On the one hand, we prove that this function has the behavior of a Hölder- 1

2 function. On the other, we
show that the length of the gaps has a sub-exponential estimate which depends on its label given by the gap-labeling theorem. To
cite this article: S. Hadj Amor, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 343 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

On considère l’équation de Schrödinger,

(Hθu)n = −(un+1 + un−1) + V (θ + nω)un = Eun, n ∈ Z, (∗
où {un}n∈Z ∈ �2(Z), θ ∈ T

d(T = R/2πZ) et E ∈ R. On suppose que V : Td → R est un potentiel quasi-périodique,
analytique et tel que |V |r = sup|�x|<r |V (θ)| soit petit. On suppose aussi que ω est Diophantienne, c’est-à-dire, qu’il
existe τ > d − 1 et K > 0 tel que∥∥∥∥ 〈n〉

2

∥∥∥∥ =: inf
j∈Z

∣∣∣∣ 〈n,ω〉
2

− πj

∣∣∣∣ � K

|n|τ , n ∈ Z
d \ {0}. DC(K, τ)

Adresse e-mail : sana_hadjamor@yahoo.fr (S. Hadj Amor).
1631-073X/$ – see front matter © 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2006.08.001



424 S. Hadj Amor / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 343 (2006) 423–426
(Ici 〈 , 〉 est le produit scalaire Euclidien usuel sur R
d .)

Soit ρ(E) le nombre de rotation de l’équation (∗). Il coïncide modπ avec πk(E), où k : R → [0,1] est la densité
d’état intégrée (I.D.S.). Le spectre de l’opérateur Hθ est indépendant de θ , on le notera σ(H) et pour m ∈ Z

d \ {0},
l’intérieur de k−1(

〈m,ω〉
2π

+ Z) est une lacune spectrale [3].
Un nombre réel ρ est dit Diophantien par rapport à ω

2 s’il existe L > 0 et s > 0 tel que,∥∥∥∥ρ − 〈n〉
2

∥∥∥∥ � L

|n|s , n ∈ Z
d \ {0}. DCω(L, s)

Un nombre réel ρ est dit rationnel par rapport à ω
2 s’il vérifie ‖ρ − 〈n〉

2 ‖ = 0.
L’équation (∗) est équivalente à un système de SL(2,R). En effet, l’équation de différence de deuxième ordre

(Hθ − E)un = 0, n ∈ Z, peut être écrite sous la forme d’une équation du premier ordre,

Xn+1 = (
A + F(θ + nω)

)
Xn, n ∈ Z (∗∗)

avec

Xn =
(

un

un−1

)
, A =

(−E −1
1 0

)
et F(θ + nω) =

(
V (θ + nω) 0

0 0

)
.

On commence par l’étude de la réductibilité du système (∗∗).

Théorème 1.1. Il existe un ε = ε(r,K, τ) tel que, si |V |r < ε on a : Si ρ est Diophantien ou rationnel par rapport
à ω

2 , alors il existe une matrice B dans SL(2,R) et une fonction analytique Z : (2T)d → SL(2,R),1 tel que Xn =
Z(θ + nω)BnX0 est une solution de (∗∗) pour chaque vecteur X0 ∈ R

2.

En 1975, E.I. Dinaburg et Ja.G. Sinaı̆ ont montré, dans le cas d’un Schrödinger à temps continu, un résultat analogue
au Théorème 1.1, mais plus faible (voir [4]). A savoir, la constante ε est une constante qui dépend de r,K, τ et L, où
L est le paramètre de la condition Diophantienne sur ρ. (Une version discrète de ce même résultat a été donné en [1]
pour l’équation presque Mathieu). L’existence d’une constante qui ne dépend pas de L a été démontré en 1989, dans
le cas de l’équation du Schrödinger à temps continu, par L.H. Eliasson en [5], (ceci permet d’explorer tout le spectre
et pas seulement une grande partie comme dans le cas de [4] et [1]). Le Théorème 1.1, est une version discrète de cet
effet. La réductibilité des systèmes quasi-périodiques est un sujet qui a été beaucoup étudié en théorie de perturbation
mais, en général, les résultats sont plus faibles que le théorème 1.1. Pour SO(3,R) et d’autres groupes compacts, on
a des résultats analogues au Théorème 1.1 (voir [7]). Pour un exposé des connaissances actuelles, on peut se référer
à [6].

Le deuxième résultat est sur la densité d’état intégrée :

Théorème 1.2. Il existe une constante ε = ε(r,K, τ) telle que, si |V |r < ε alors

(i) Pour tout E0 et E dans R, on a |k(E) − k(E0)| � c
√|E − E0|, où c est une constante numérique.

(ii) Pour tout m ∈ Z
d \ {0}, on a :

Leb

(
k−1

( 〈m,ω〉
2π

+ Z

))
� c e−γ |m|κ ,

où c et κ sont deux constantes numériques et γ est une constante qui ne dépend que de r,K et τ .

De ce théorème découle le résultat suivant :

Théorème 1.3. Il existe une constante ε = ε(r,K, τ) telle que, si |V |r < ε alors pour toute lacune ]E0,E1[ du spectre,
on a :

Leb
([E1,E1 + δ] \ σ(H)

)
� β1 e−β2(1/δ)κ/τ

, pour tout δ > 0,

1 Z est 4π périodique en chaque variable.
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où κ est une constante numérique et β1 et β2 sont deux constantes qui ne dépendent que de r,K, τ et de la lacune
]E0,E1[.

La régularité Hölder de la densité d’état a été démontré en 2000 par J. Bourgain dans le cas du presque Mathieu et
dans le régime perturbatif (voir [2]).

Une estimation du complément du spectre (comme dans le Théorème 1.3), a été donné par Ja.G. Sinaı̆ en 1985
dans le cas où E1 est le bord inférieur du spectre, (voir [8]).

Remarque 1. Ces résultats se généralisent à tout co-cycle de SL(2,R),Xn+1 = (A + F(θ + nω))Xn, homotope à
l’identité si le nombre de rotation ρA+F est monotone, |F |r = sup|Imx|<r |F(x)| < ε avec ε suffisamment petit et si A

est C2 sur un intervalle I de R et vérifiant pour tout E ∈ I ,∣∣∣∣ ∂ν

∂Eν
trA(E)

∣∣∣∣ � C, ν = 0,1,2 et

∣∣∣∣ ∂

∂E
trA(E)

∣∣∣∣ � C′ > 0.

Dans ce cas la constante ε va dépendre de r,K, τ,C,C′ et de la longueur de l’intervalle I .

2. Idée de la preuve

La preuve du Théorème 1.1, suit d’assez près celle dans le cas continue en [5]. L’idée est d’étudier la réductibilité
du co-cycle par une procédure itérative. Dans l’équation (∗∗), la matrice A = A1 est constante puisqu’elle ne dépend
pas de θ . Soient e±iα1 ces deux valeurs propres. On veut construire une transformation Z2 : (2T)d → SL(2,R) telle
que (

Z2(θ + ω)
)−1(

A1 + F1(θ)
)
Z2(θ) = A2 + F2(θ), (1)

où A2 ∈ SL(2,R) est une matrice constante et F2 tel que |F2|r2 = ε2 � |F1|r1 = ε1 = |F |r = ε, pour un r2 qui est en
général plus petit que r1. Pour cela, on cherche une solution Y2 : Td → sl(2,R) de l’équation linéaire

Y2(θ + ω)A1 − A1Y2(θ) = A1
(
GN1(θ) − Ĝ(0)

)
, pour un certain N1 = N1(ε1) � 1, (2)

où GN1 est la troncature de la série de Fourier de G(θ) = A−1
1 F1(θ) − tr(A−1

1 F1(θ))

2 I .

• Cas non résonant : ‖�α1 − 〈n〉
2 ‖ � L1|n|τ pour tout n tel que 0 < |n| � N1, où L1 = εσ

1 avec σ < 1
200 . On pose

Z2 = eY2 ,A2 = A1 eĜ1(0), et on définit F2 simplement à partir de (1). Dans ce cas, la transformation Z2 sera proche
de l’identité et la matrice constante A2 sera proche de A1.

• Cas résonant : Il existe un unique n1 vérifiant 0 < |n1| � N1, tel que, ‖�α1 − 〈n1〉
2 ‖ < L1|n1|τ . (Cet entier n1 est

unique sous la condition Diophantienne sur ω, pourvu que N1 ne soit pas très grand.) On définit la matrice Ã1 +
F̃

N1
1 (θ) par H−1(θ + ω)(A1 + F

N1
1 (θ))H(θ), où F

N1
1 est la troncature de la série de Fourier de F1 à l’ordre N1 et

H(θ) = C1

(
ei

〈n1,θ〉
2 0

0 e−i
〈n1,θ〉

2

)
C−1

1 .

Ici C1 est la matrice des vecteurs propres associés aux deux valeurs propres de A1. Il s’ensuit que ‖�α1 − 〈n1〉
2 −

〈m〉
2 ‖ � L1|m|τ pour tout m tel que 0 < |m| < 2N1. On se ramène alors au cas non résonant. On cherche une solution de

l’équation linéaire

Y2(θ + ω)Ã1 − Ã1Y2(θ) = Ã1
(
GN1(θ) − Ĝ(0)

)
, pour N1 = N1(ε1), (2̃)

où GN1 est la troncature de la série de Fourier de

G(θ) = Ã−1
1 F̃

N1
1 (θ) − tr(Ã−1

1 F̃
N1
1 (θ))

2
I.

On pose Z2 = H eY2 , A2 = Ã1 eĜ(0), et on définit F2 à partir de l’équation (1). Dans ce deuxième cas, la transforma-
tion Z2 sera proche de H et la matrice A2 sera proche de Ã1.
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Ainsi, en répétant cette procédure, on obtient une transformation Zj = Z2Z3 · · ·Zj qui transforme le co-cycle (∗∗)

en Xn+1 = (Aj +Fj (θ +nω))Xn avec |Fj |rj = εj → 0 quand j → ∞ et Aj → B quand j → ∞. Il s’ensuit, comme
dans [5], que si ρ est Diophantien ou rationnel alors le produit Zj converge vers une transformation Z vérifiant les
propriétés du Théorème 1.1.

Pour le Théorème 1.2, toutes les matrices Aj vont dépendre de E. On va étudier, en particulier, la dépendance de
la fonction trAj = 2 cosαj en E.

Soit E ∈ I0 ⊂ [−4,4]. Si �α1(E) est Diophantienne par rapport à ω
2 alors par la démonstration du Théorème 1.1,

�α2(E) sera proche de �α1(E). En supposant que ce phénomène se répète à n’importe quelle étape d’itération et
pour tout E ∈ I0 alors la fonction k = 1

π
limj→∞ �αj sera C1 sur I0 (même analytique) et I0 ne contiendrai pas des

lacunes. Mais le cas résonant est toujours présent.
On considère le cas où la résonance se présente dès la première étape, c’est-à-dire qu’il existe E0 ∈ I0, tel que,

�α1(E0) = 〈n1,ω〉
2

, 0 < |n1| � N1.

D’après la description ci-dessus, on conjugue la matrice A1 en une matrice Ã1 de classe C2 sur un voisinage I1 de E0,
puis on perturbe Ã1 en A2. Sur I1, la fonction �α2 présente deux singularités (de type racine carrée) en E1 et E2,
où E1 et E2 sont deux solutions de |trA2(E0)| = 2. Les approximations suivantes vont être C2 sur des voisinages Ij

du point E0 et E1 et E2 vont être accumulés par des nouvelles singularités de type racine carrée. Nous démontrons
que | ∂

∂E
trAj(E)| est bornée, ce qui permet de contrôler l’effet des autres singularités contenues dans Ij . Puis nous

adaptons la dichotomie : « cas non résonant » « cas résonant » au point E0 de telle sorte que |Ij | � ε2σ
j pour tout j .

Ceci permet de contrôler l’effet des singularités en dehors de Ij et de démontrer le Théorème 1.2(i).
L’estimation de la longueur des lacunes est déduite de la borne inférieure∣∣∣∣ ∂

∂E
trAj(E0)

∣∣∣∣ �
ε
σ/4
j

2j
.

Cette borne n’est pas vraie en général. Elle est, par exemple, fausse pour A2(E0), mais nous avons toujours une

borne inférieure de | ∂2

∂E2 trAj(E0)|. Cette borne de la deuxième dérivée nous permet d’obtenir la borne de la première
dérivée pour tout j tel que �αj (E0) est dans le cas résonant. Ceci est suffisant pour en déduire le Théorème 1.2(ii).
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