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Résumé

Dans cette Note, on présente des formules explicites pour les distributions conjointes du pseudo-processus régi par I’équation
N
% = :I:aax—N couplé avec son maximum, et du premier instant de dépassement d’un seuil fixé par ce pseudo-processus couplé avec
sa position relative a cet instant. Pour citer cet article : A. Lachal, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 343 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Joint law of the process and its maximum, first hitting time and place of a half-line for the pseudo-process driven by
N
the equation % = :I:a"’x—N. In this Note, we obtain explicit formulas for the joint distribution of the pseudo-process driven by the

. N cq - . . .
equation % = ﬂ:(,)ax—,\, coupled together with its maximum, as well as that of the first time when this pseudo-process overshoots

a fixed level coupled together with the corresponding overshooting place. To cite this article: A. Lachal, C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. I 343 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

This Note deals with the pseudo-process X = (X (#));>0 driven by the heat-type equation of even order N > 4:
%—‘t‘ =KN gxl,\’f, kn = (—=1)N/2F1 This pseudo-process is governed by a Markovian kernel defining a signed measure
(which is not a probability measure) with infinite total variation. This feature entails some substantial difficulties
namely in defining X properly over the whole half-time interval [0, +00), as well as in studying the convergence of
certain series and integrals. Nevertheless, we shall use the classical language of probability: process, expectation, law,

probability density function (pdf), distribution function (df), ...
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Consider now the related up-to-date maximum as well as the first hitting time of the line (a, +00):
M) = max X(s), 7, =inf{t > 0: X(1) > a}.
<s<t
The aim of this Note is to derive explicitly the joint pdf’s of the couples (X (¢), M (¢)) and (1,4, X (75)).
For this, we begin to sample X over the dyadic times. This yields, for each n € N, the step-process X, = (X, (t)):>0
defined by X, () = X (k/2") for k/2" <t < (k+ 1)/2", k € N. Put then

My () = max Xu(s),  Tan= inf{r > 0: X,,(t) > a}.

ISR

e In order to get the law of (X (¢), M(t)), we invoke the famous Spitzer identity and then express the 3-arguments
(X, u, v) Laplace—Fourier transform of (X, (#), M, (t)) by means of the ‘decoupled’ quantity X,; the result is
given by (2), Section 2. As mentioned above, the series arising in (2) properly converges under the restriction
that the argument A must a priori satisfy :(1) > 2" for a certain positive constant ¢. This substantial constraint
prevents us from taking the limit as n — oo in (2). Actually, using clever results on Dirichlet series, it may be seen
that this condition can be relaxed, we can choose ¢ = 0 and then take the limit as n — co. In this way, the (A, , v)
Laplace—Fourier transform of (X (¢), M (¢)) emerges; it is explicitly given by (3). Next, successive inversions with
respect to v, u and A together with numerous computations provide an explicit representation for the pdf and the
df of (X (¢), M(¢)) and this is the first of both main results which is displayed in Theorem 1, Section 3.

e In order to get the law of (z,, X (7,)), we again use the step-process X,. We obtain the relationship (4) between
the law of (X, (¢), M, (¢)) and that of (7,4, X, (Tn.4)). As in the first part, putting aside some difficulties of con-
vergence, we can take the limit as n — oo in (4) for deriving the similar relationship (5) between the law of
(X (t), M(t)) and that of (74, X (t,)). The (A, u) Laplace-Fourier transform of (z,, X (t,)) emerges; see (6), Sec-
tion 4. We then deduce an explicit representation for the pdf of (z,, X (7,)) and this is the second main result
which is displayed in Theorem 2, Section 5. We get in particular the pdf of the first hitting place X (z;). A note-
worthy fact is that it involves Schwartz distributions, more specifically the derivatives of the Dirac distribution §,.
Referring to electrical dipoles, this suggests, as in [6,7], to call §, a ‘monopole’, 8/, a ‘dipole’ and more generally

849 a ‘multipole’.
e Finally, in Section 6, we retrieve some results of Beghin, Orsingher, Ragozina [2] and Nishioka [6,7] correspond-

ing to the case N =4.
1. Introduction

Considérons I’équation de type «chaleur» d’ordre pair N >4 :

9 aN
a—L; :KNax—x avec ky = (— DN/

Introduisons le noyau correspondant p(z; x) caractérisé par sa transformée de Fourier fj;o " p(t; x)dx = et
Ce noyau, de signe variable et d’intégrale totale 1, permet de définir un pseudo-processus Markovien X = (X (#));>0
gouverné par une mesure signée de variation totale infinie (qui n’est pas une probabilité) selon les regles habituelles :
on pose P {X () edy} =p(t;x —y)dyetpourtoutn > lettous 0=ty <t <--- <y, X0 =X,

n
P{X(t) €dxy, ..., X(ty) €dx,} = l—[l?(li —ti_1; Xxi—1 — x;) dx;.
i=1
Bien que n’ayant pas affaire a une probabilité, on adoptera le langage usuel des probabilités : processus, espérance,
loi, densité, fonction de répartition, ... Introduisons a présent le maximum du processus M () = maxogs<s X (5)
ainsi que le premier instant de dépassement du niveau a (ou encore d’atteinte de la demi-droite ]a, +oo[) :
T, =inf{t > 0: X () > a}.

L objectif de cette Note est de calculer explicitement les lois conjointes des couples (X (¢), M (¢)) et (14, X (t4)).
Pour cela, on commence par discrétiser le processus X sur les temps dyadiques k/2", k,n € N et ’on utilise alors
I’identité de Spitzer classique qui peut s’adapter a la situation présente. Cela conduit a une représentation explicite de
la loi conjointe du couple (X (¢), M(t)) (Théoréme 1). Ensuite, le méme procédé de discrétisation permet de relier la
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loi conjointe du couple (t,, X(7,)) a celle du couple (X(¢), M (¢)) pour finalement en obtenir la loi (Théoréme 2).
Les résultats présentés dans cette Note font I’objet d’un manuscript [4] contenant des définitions précises relatives
au processus X tenant compte du fait qu’il ne vit pas dans un espace probabilisé ainsi que les preuves détaillées. Ce
méme manuscript fait suite a un travail antérieur [3] traitant du temps séjourné par X sur une demi-droite en relation
avec la fonctionnelle «découplée » M (¢). Le lecteur y trouvera également plusieurs références sur le sujet.

Posons p = f_Jr;O |p(t; £)|d€ > 1. Remarquons que dans le cas ou N serait impair, on aurait p = 400. Notons
0;,0<j <N —1,lesracines N-iemes de ky puis J ={j €{0,...,N —1}: %0; >0}et K ={k€{0,...,N — 1}
N6O; < 0}. On définit les familles de nombres

0 0
A= our j € J, B, = our k € K.
J 1_[ 6 —0; p J k 1_[ 6 — Ok p

leJ\{j} ’ leK\{k}

La discrétisation de X sur les temps dyadiques k/2", k,n € N, conduit a la définition du processus échelon
X, = (X, (t)):>0 suivante : pour chaque n € N, X,,(t) = thio X (k/2")Lik 2, (k+1)/21) (). On pose alors M, (1) =
maxogs<r Xn(s) et g, =inf{r > 0: X, () > a}.

2. Transformée de Laplace-Fourier du couple (X (¢), M(¢))

Posons F (A, u, v) = f0+°0 ef)uH»i/,LX(t)va(l) dret Fy(A, ,v) = f0+<>0 e*)»l+i/LXn(l)*VMn () ds. On a

| —e M & .
Fu(h, j,v) = Ze—kk/2”+1MX(k/2")—an(k/Z”).
b 9 A’
k=0

Si R(1) > 2" In p, on peut voir que la série (3 I, [e /2" HinX k/2)=vMy (k/2)]) est absolument convergente et alors,

en posant z = e /2" I’espérance de F,, (A, i, v) prend la forme d’une fonction génératrice :

H 1 - ad H n n
E[Fu(h, pt,v)] = el TZ Z Eo[elX ®/2)—vMak/2)] 1k, (1)
k=0
Remarquant que M), (k/2") = max(X (0), X (1/2"), ..., X (k/2")), cette espérance peut se calculer en faisant appel a
I’identité de Spitzer. Cela donne en notant £ = max (&, 0) :
1 Zk " "
E, [Fn()h W, 1))] — X elin—v)x eXp|:Z %Eo(elan(k/Z )= X, (k2N 1)j| pour R(A) > 2"Inp. )
k=1

La contrainte N (1) > 2" In p empéche de prendre a priori la limite de (2) lorsque n tend vers 1’infini. Faisant appel
a un résultat fin sur les séries de Dirichlet (lemme de Bohr), on peut voir que (2) est en fait valable pour %(A) > 0.
Cette observation essentielle est due au fait que I’identité de Spitzer transforme 1’expression (1) dépendant d’une
information avec mémoire (via M, (k/2")) en I’expression (2) ne dépendant plus que d’une information instantanée
(via X, (k/2™)). Maintenant, on peut calculer la limite de (2) lorsque n — +00 : pour R(A) > 0,

+o0
1 . dr
EX[F(A, uw, v)] — X elin—v)x exp|:/ e M EO(CIMX(I)*VX(I)Jr B 1)_:|.

t
0
L’évaluation de I’intégrale ci-dessus nécessite le résultat suivant : pour N () <0,
+o0 +o00
dr / Vi

—\t (73 _

e M — e’ —1)P{X (@) € d& _lo< 4>
Feoet eyt 1 575

0 0

Proposition 1. La transformée de Laplace—Fourier du couple (X (t), M(t)) est donnée pour R(X) >0, u € R et
v >0, par
+0o0

/ e_M]Ex [eip,X(t)—vM(t)] dr =
0

e(ip,—v)x

[Tjes (V= G = )0) [Trek (VA — i)

3)
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3. Inversions successives, densité conjointe de (X (¢), M (t))
Le but de cette partie est d’inverser la transformée de Laplace—Fourier (3) par rapport a A, i et v.

— Inversion relativement & v. A 1’aide de la décomposition en éléments simples de la fraction rationelle apparaissant
dans (3), on tire pour z > x, f(A) > 0et p e R :

+00

, S (1=#)/N gipux ' .
/ e MdrE, [e”‘X(I), M) e dz]/dz = ¥ e. ZOjAj elin—=0; Vi) =)
0 nkEK(ﬁ_lugk) jed

— Inversion relativement a (1. On obtient la z-transformée de Laplace de la densité puis, apres intégration, celle de
la fonction de répartition de (X (t), M (¢)) : pour z > x V y et R(A) > 0,

+00

1 N N X
/ e M dr Py X (1) € dy, M(1) € dz) /dydz = — 7w 30,4568 V6D Y g gy o Vi)
0 jelJ keK
s 1 0iA;B
f HPAX(W) <y <z<MO)dr= Y LR Vi Vi,
o jed, kek T

— Inversion relativement a A. Le premier principal résultat de ce travail est le suivant :

Théoreme 1. Onapourz>xVy:

ts
"p Iyo(s —0:2—y)
PAX() <y<z<M@®)}= Z Clkm//ax—m(fﬂx—z)mfhda
keK 00
0<m<HI—1

ou les coefficients ay, peuvent s’exprimer au moyen des 0 et les fonctions Iyo sont caractérisées par la relation
00 i1 : o
JoF e M g (t; £) dr = ek VAE,

4. Transformée de Laplace-Fourier du couple (t,, X (1,))

L’instant 7, , associé a X, est ’instant k/2" avec k tel que X (0), X (1/2"),..., X((k—1)/2") <aet X (k/2") > a,
soit encore : M, ((k —1)/2") < a < M, (k/2"). On peut voir alors que pour :H(X) > 2" Inp

oo
]Ex [e—)n‘fa,n‘f'ilixn(fa.n)] — Z ]E)C [(e—)nk/2"+iMX(k/2ﬂ) _ e-)»(k-f—1)/2n+iMX((k+l)/2n))ﬂ{Mn (k/2”)>(l}]
k=0
oo
=(1- e_<x+uN)/2") Ze—xk/zn E, [emx(k/zn)]l{M,,(k/Z")>a}]~ “4)
k=0

Comme dans la Section 2, la contrainte 91(A) > 2" In p peut étre relaxée et (4) est encore valide pour R(A) > 0, ce
qui autorise le passage a la limite lorsque n — +o0c. On tire alors la relation entre les lois des couples (z,, X (7;)) et
(X (t), M(t)) suivante : pour x < a, R(L) >0et u eR,
+00
By [e ¥t Xt ] = (3 4 V) / e ME [ D1 y(1)>q ] dr. (5)

0

Proposition 2. On a pour x < a, R(A) >0et neR:

. i =\ g & j
E, [e—xra+1uX(ta)] — ZAj 1_[ (1 _ %9069_1 VA (x—a) elha . (6)
jeJ leJ\{j} A
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5. Inversions successives, densité conjointe de (z,, X (74))
Le but de cette partie est d’inverser la transformée de Laplace—Fourier (6) par rapport a A et .

— Inversion relativement a 1. En développant le produit apparaissant dans (6), puis en observant que (—ip)? e'*¢ =
fjozo ei’“&(lq) (z) dz on tire la relation suivante : pour 9i(A) > Oetx <a < z,

#J—1

E.[e™, X (z,) € dz] /dz = Z A "/N[Zc 9-’““‘“)]82‘”@

jeJ
ou les cj, sont des constantes s’exprimant en fonction des 6;.
— Inversion relativement a . On peut trouver des fonctions I;; caractérisées par f0+oo e M Lig(t;6)dt =

N
A—9/N e V2§ Pos.ons ensuite J,(1;8) = ) jes CiaLiq (t; €). Le deuxieme principal résultat de ce travail
s’énonce comme suit :

Théoreéme 2. On a pour x < a:

#J—1
Po{ta €dt, X (1) € dz} /dt dz = Z Tq(t; x —a)8(2),
q=0
#I—1 )
Po(X (1) edz}/dz= Y (- e E s
q=0

Il convient de remarquer que les densités ci-dessus s’expriment au moyen des dérivées successives de la mesure
de Dirac §,, laquelle doit étre considérée finalement comme une distribution de Schwartz. Ce phénomene conduit
a baptiser, par référence aux dipdles électriques et comme cela a été fait par Nishioka [6,7] lorsque N =4, §,

monopdle, 8/, dipdle et plus généralement SL(,q) multipdle.
6. Exemple : le cas «biharmonique» N =4

On retrouve les résultats de Beghin, Orsingher et Ragozina [2] pour (X (¢), M(¢)) : posons

+00 e
p(t; £ = l / e_[)"4 cos(£1) da, ql(t; £)= # / e_t)»4 cos(§1)da,
™ V2T (1/4)1 ;
+00
q(1:8) = 55— | e (cos(6n) +sinE2) — =) di.

0
La formule du Théoréme 1 s’écrit dans ce cas

{X(t) y<z< M(t) //[p(o x—z)ql(s( )3/4 y) ( —z)qz(s%«/i_zs_y)}dsda.

On retrouve également les résultats de Nishioka [6,7] pour (z,, X (7,)) : posons
+00
Jo(t;8) = 2it / (eé)‘ — cos(&A) + sin(§1)) e ™ dx,
b4
0

+00
T §) =% / (cos(£1) + sin(Er) — e5*)A? ATy

0
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La formule du Théoréme 2 s’écrit dans ce cas, pour x < a,
Po{ra €dt, X (1,) €dz} /drdz = Jo(t; x — a) 8a(2) + J1(t; x — a) §,(2).

On pourra consulter avec profit [1] et [2] pour des résultats relatifs au cas N = 3 qui ont été obtenus par une autre
approche (reposant sur des équations différentielles). Bien que ce cas ne rentre pas dans le contexte présent puisque
p =400, il est a noter que nos résultats concordent exactement, formellement, avec ceux de [2] lorsque N = 3. Voir
également [8] pour une étude détaillée relative aux monopdles et aux dipdles dans le cas N = 4, ainsi que [5] pour
d’autres résultats complémentaires.
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