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Résumé

On décrit la structure additive de l’anneau gradué M̃∗(Γ ) des formes quasi-modulaires sur un groupe discret et co-compact
Γ ⊂ PSL(2,R). On montre que cet anneau n’est pas de type fini. On calcule le nombre de générateurs nouveaux en chaque poids
k (pair). Le nombre en question est fixe pour k assez grand, et est égal à dimC I/(I ∩ Ĩ2) où I et Ĩ désignent les idéaux des formes
modulaires, respectivement quasi-modulaires, sur Γ en poids strictement positif. Pour citer cet article : N. Ouled Azaiez, C. R.
Acad. Sci. Paris, Ser. I 343 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Ring of quasimodular forms over a cocompact group. We describe the additive structure of the graded ring M̃∗(Γ ) of quasi-
modular forms over any discrete and cocompact group Γ ⊂ PSL(2,R). We show that this ring is not finitely generated. We calculate
the exact number of new generators of weight k (even). This number is constant for k sufficiently large and equals dimC I/(I ∩ Ĩ2),
where I and Ĩ are the ideals of modular forms and quasimodular forms, respectively, over Γ of strictly positive weight. To cite this
article: N. Ouled Azaiez, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 343 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Dans cette Note Γ est un sous-groupe discret de covolume fini de PSL(2,R). Parfois, Γ sera un sous-groupe
discret cocompact de PSL(2,R). On note par H le demi-plan de Poincaré, avec l’opération usuelle de PSL(2,R).

Dans [1], Kaneko et Zagier ont introduit la notion de formes quasi-modulaires pour un tel Γ . Par exemple, pour
Γ1 = PSL(2,Z), ce sont les éléments de l’anneau C[E2,E4,E6] engendré par les séries d’Eisenstein E2,E4 et E6 de
poids respectifs 2,4 et 6. Cet anneau est stable par rapport a la dérivation usuelle D = d

dz
, où z est la variable dans H.

Nous rappellons le système différentiel :

DE2 = 2π i

12

(
E2

2 − E4
)
, DE4 = 2π i

3
(E2E4 − E6) et DE6 = 2π i

2

(
E2E6 − E2

4

)
.

Voici une définition d’une forme quasi-modulaire, suggérée par Werner Nahm et mentionée dans [2], où on démontre
l’équivalence avec la définition originale donnée dans [1].
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Définition 1.1. Une forme quasi-modulaire de poids k et profondeur � p sur Γ est une fonction holomorphe f sur H
à croissance temperée,1 telle que pour tout z ∈ H, l’application :

Γ → C,(
a b

c d

)
�→ (cz + d)−kf

(
az + b

cz + d

)
,

est un polynôme en c
cz+d

de degré � p. Autrement dit pour tout z ∈ H on a :

(cz + d)−kf

(
az + b

cz + d

)
=

p∑
j=0

fj (z)

(
c

cz + d

)j

, ∀
(

a b

c d

)
∈ Γ, (1)

avec des fonctions fj :H → C pour (j = 0, . . . , p).

Remarque 1. Par conséquence de la définition, les fonctions fj sont holomorphes sur H. Elles sont elles-mêmes des
formes quasi-modulaires de poids k − 2j et profondeur � p − j (voir (ii) et (iv) du paragraphe 2).

Exemple 1. Une forme modulaire de poids k est une forme quasi-modulaire du même poids et de profondeur � 0.
L’image par D = d

dz
d’une forme quasi-modulaire de poids k et profondeur � p est une forme quasi-modulaire de

poids k + 2 et profondeur � p + 1.

On note par M̃
(�p)
k le C-espace vectoriel des formes quasi-modulaires de poids k et profondeur � p sur Γ . On

note par M̃∗ = ⊕
k�0 M̃k l’anneau des formes quasi-modulaires gradué par le poids sur Γ . On note par Mk l’espace

vectoriel des formes modulaires de poids k sur Γ .

2. Propriétés générales des formes quasi-modulaires

On rappelle les définitions des opérateurs linéaires agissant sur les espaces de formes quasi-modulaires, ainsi que
les différents crochets entre ces opérateurs. Soient k ∈ 2N et p ∈ N.

(i) La dérivation D induit un morphisme D : M̃(�p)
k → M̃

(�p+1)

k+2 .

(ii) Il existe une dérivation δ induisant un morphisme M̃
(�p)
k → M̃

(�p−1)

k−2 . Ce morphisme est donnée par f → f1,
où f1 provient de (1).

(iii) Le noyau de δ est l’espace Mk des formes modulaires de poids k.
(iv) On a δjf = j !fj pour tout j � p où fj provient de l’équation (1) et δjf = 0, si j > p.
(v) Soit H : M̃∗ → M̃∗, la multiplication par le poids, qui associe kf a toute forme quasi-modulaire f de poids k.

(vi) On a

[H,D] = 2D, [H,δ] = −2δ et [δ,D] = H.

Autrement dit, on a une représentation de l’algèbre de Lie sl(2,C) sur l’espace M̃∗.

Ces propriétés entraînent qu’on a une suite exacte

0 → M2(Γ ) → M̃2(Γ )
δ−→ M0(Γ ) 	 C.

Il y a alors deux cas :

(a) dim Im(δ) = 0 et M̃2(Γ ) = M2(Γ ).
(b) dim Im(δ) = 1, i.e. il existe une forme quasi-modulaire mais non modulaire φ de poids 2 sur Γ et M̃2(Γ ) =

M2(Γ ) ⊕ Cφ.

1 I.e. |f (z)| � ((|z|2 + 1)/�(z))n pour un certain n.
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3. Structures des anneaux de formes quasi-modulaires

On décrit la structure additive des anneaux des formes quasi-modulaires sur des groupes modulaires co-compacts.
On montre aussi que ces anneaux ne sont pas finiment engendrés.

Théorème 3.1. Soit Γ ⊂ PSL(2,R) un sous-groupe discret de covolume fini. Alors on a le cas (a) si et seulement si
Γ est co-compact.

Démonstration. Ce théorème signifie qu’on a le cas (b) si et seulement si Γ n’est pas co-compact. Par exemple pour
Γ = PSL(2,Z) ou l’un de ses sous-groupes de congruence, on peut prendre φ = E2, la série d’Eisenstein de poids 2.
Dans le cas co-compact, on considère une forme quasi-modulaire f de poids 2 sur Γ . On applique ensuite le théorème
de Stokes à la forme différentielle w(z) = (f (z) + δ(f )

z−z
)dz définie sur la variété compacte H/Γ (sans bord), et on en

déduit que δ(f ) = 0, d’où la modularité de f (en utilisant (iii)) et par suite l’égalité M̃2 = M2. �
Théorème 3.2. Soit Γ ⊂ PSL(2,R) un sous-groupe discret co-compact. Pour tout k ∈ 2N on a

M̃k(Γ ) =
⊕

0�i�k/2

DiMk−2i (Γ ).

Démonstration. On montre d’abord que δnDn(f ) = n!2(k+n−1
n

)
f pour tout f ∈ Mk et n � 0. En l’appliquant à

f ∈ δp(M̃
(�p)
k ) = Mk−2p , on en déduit la décomposition :

M̃
(�p)
k (Γ ) = Dp

(
Mk−2p(Γ )

) ⊕ M̃
(�p−1)
k (Γ ) si p <

k

2
.

D’autre part, par conséquence du Théorème 3.1 on a l’inégalité p < k
2 dans le cas des groupes cocompacts. On obtient

alors le Théorème 3.2 par récurrence sur p. �
Remarque 2. Dans le cas non co-compact on a M̃2(Γ ) = M2(Γ ) ⊕ Cφ et pour tout k ∈ 2N,

M̃k(Γ ) =
⊕

0�i�k/2

DiMk−2i (Γ )
⊕

CD(k−2)/2(φ).

On note par I = I (Γ ), Ĩ = Ĩ (Γ ) les idéaux de formes modulaires, respectivement quasi-modulaires de poids
strictement positif, sur un groupe modulaire Γ ⊂ PSL(2,R) discret et co-compact.

Théorème 3.3. Soit Γ ⊂ PSL(2,R) un sous-groupe discret co-compact et ε = dimC I/(I ∩ Ĩ 2). Soient A1, . . . ,Aε

des éléments homogènes de I linéairement indépendants modulo Ĩ 2, de poids respectifs w1, . . . ,wε . On a alors :

(
Ĩ /Ĩ 2)

k
=

ε⊕
i=1

CD(k−wi)/2(Ai),

pour tout k � max{wi}.

Corollaire 3.4. Sous les mêmes hypothèses que le théorème précédent, on a dim(Ĩ /Ĩ 2)k = ε, pour tout k � max{wi}.
L’anneau M̃∗ n’est pas une C-algèbre de type fini.

Démonstration. Le corollaire suit immédiatement, puisque dim(Ĩ /Ĩ 2)k est le nombre de nouveaux générateurs de
M̃k en poids k et est non nul pour une infinité de k. Soit Pi ⊂ Mwi

(i = 1, . . . , ε) la droite engendré par Ai . Par
définition on a I = ⊕ε

i=1 Pi ⊕ (I ∩ Ĩ 2). Soit k � max{wi} pair, αi = k−wi

2 . D’après le Théorème 3.2 on a Ĩk = M̃k =∑
n�0 Dn(Ik−2n) = ∑ε

i=1 Dαi (Pi)+ (Ĩ 2)k . Pour conclure, il faut montrer que cette dernière somme est directe, c’est-

à-dire qu’une équation Dα1(f1) + · · · + Dαε (fε) ∈ Ĩ 2
k avec fi ∈ Pi n’est possible que si f1 = · · · = fε = 0. Soient

i1, . . . , ir les indices des fi non nuls de poids minimal w et α = k−w . On a alors δαDα(fi + · · · + fir ) ⊂ δα(Ĩ 2),
2 1
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car δα(Dαf ) = cw,αf (avec cw,α ∈ C
∗) pour f ∈ Mw et δα(Dαi f ) = 0 pour αi < α. Mais M̃2 = M2 implique que

δ(Ĩ 2) ⊂ Ĩ 2 et par suite δα(Ĩ 2) ⊂ Ĩ 2. On aurait donc fi1 + · · · + fir ∈ Ĩ 2, ce qui contredit l’indépendance linéaire des
Ai modulo Ĩ 2. �
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