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Résumé

Nous considérons un processus Gaussien réel, X, de régularité inconnue r0 ∈ N au sens où la dérivée d’ordre r0 en moyenne
quadratique, notée X(r0), est supposée hölderienne. Dans un premier temps, à partir des observations discrétisées X(t1), . . . ,X(tn),
on étudie la reconstruction de X(t), t ∈ [0,1], par X̃r (t) où X̃r (t) est un polynôme d’interpolation par morceaux, de degré r � 1.
On montre que l’erreur quadratique d’interpolation E(X(t) − X̃r (t))

2 décroît quand r augmente mais qu’elle se stabilise dès que
r dépasse r0. On construit ainsi un estimateur r̂ du paramètre r0 grâce à un critère empirique basé sur cette erreur d’interpolation.
On établit la convergence presque sûre de r̂ vers r0 via une inégalité exponentielle pour P(r̂ �= r0). Finalement, on montre que
X̃r̂ (t) converge presque sûrement vers X(t) avec une vitesse comparable au cas où r0 est connu. Pour citer cet article : D. Blanke,
C. Vial, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 343 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Estimation for the derivatives number of a Gaussian process. We consider a real Gaussian process X with unknown smooth-
ness r0 ∈ N where the mean-square derivative X(r0) is supposed to be Hölder continuous in quadratic mean. First, from the discrete
observations X(t1), . . . ,X(tn), we study reconstruction of X(t), t ∈ [0,1], with X̃r (t), a piecewise polynomial interpolation of
degree r � 1. We show that the mean-square error of interpolation is a decreasing function of r but becomes stable as soon as
r � r0. Next, from an interpolation-based empirical criterion, we derive an estimator r̂ of r0 and prove its strong consistency by
giving an exponential inequality for P(r̂ �= r0). Finally, we prove the strong convergence of X̃r̂ (t) toward X(t) with a similar rate
as in the case ‘r0 known’. To cite this article: D. Blanke, C. Vial, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 343 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Soit X = {Xt, t ∈ [0,1]} un processus Gaussien réel dont la dérivée en moyenne quadratique d’ordre r0 (r0 ∈ N)
satisfait une condition de type Hölder d’exposant β0 ∈ [0,1[ (r0, β0 tous deux inconnus). On propose et on étudie un
estimateur de r0 basé sur les observations de X aux instants t1, . . . , tN de [0,1].

L’estimation préalable de ce paramètre r0 peut s’avérer nécessaire dans divers problèmes liés à la statistique des
processus : estimation, prévision, interpolation, intégration . . . . Par exemple, on se référera aux travaux de Cuzick [3],
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Lindgren [7], Bucklew [2] et Ditlevsen et Sørensen [4] où les processus sont supposés avoir des dérivées en moyenne
quadratique d’un ordre spécifique.

Dans une première partie, nous donnons les hypothèses générales portant sur X. Ces hypothèses seront en parti-
culier satisfaites sous des conditions de type Sacks et Ylvisaker (SY) d’ordre r0. Nous présentons alors des résultats
sur l’interpolation de la trajectoire X(t) par polynômes de Lagrange par morceaux. Un tel problème a déjà donné
lieu à un nombre important de travaux (voir, par exemple, Ritter [13] pour une revue détaillée) : Müller-Gronbach [8]
(interpolation par projection orthogonale), Müller-Gronbach et Ritter [9,10], Seleznjev [14] (interpolation linéaire),
Seleznjev [15] (interpolation par polynômes d’Hermite). Une partie de ce travail est dans la continuité de ceux initiés
par Plaskota, Ritter et Wasilkowski [11,12] mais utilise une méthodologie différente. Nous présentons une extension
de leurs résultats en considérant des polynômes d’interpolation X̃r (t) de degré arbitraire r � 1. On montre alors que
l’erreur quadratique d’interpolation décroît quand r augmente puis se stabilise dès que r � r0. Cette dernière propriété
nous permet de définir l’estimateur r̂ de r0, grâce à un critère basé sur une erreur empirique d’interpolation. Nous éta-
blissons, via une inégalité exponentielle pour P(r̂ �= r0), la convergence presque sûre de r̂ vers r0. Finalement, nous
obtenons que X̃r̂ (t) converge presque sûrement vers X(t) avec une vitesse comparable au cas où r0 est supposé connu
(à un facteur logarithmique près).

2. Cadre général et résultats sur l’interpolation

Soit X = {Xt, t ∈ [0,1]} un processus Gaussien réel et mesurable défini sur (Ω, A, P ) dont la fonction de
covariance est notée K . Nous utiliserons par la suite les hypothèses suivantes :

Hypothèses 1 (H1).

(i) X possède r0 ∈ N dérivées en moyenne quadratique : X(0), . . . ,X(r0),
(ii) E (X(r0)(s) − X(r0)(t))2 � C2

1 |s − t |2β0 , (s, t) ∈ [0,1]2, avec β0 ∈ [0,1[, r0 + β0 > 0 et C1 > 0,
(iii) si μ(t) := EX(t), cette fonction possède une dérivée d’ordre (r0 + 1) continue sur [0,1],
(iv) E (X(t) − Xa,b(t))

2 � C2
2(

(b−t)(t−a)
b−a

)2(r0+β0), t ∈ ]a, b[, 0 � a < b � 1 où Xa,b(t) = E (X(t)/X(s), s /∈ ]a, b[ )
et C2 > 0 ne dépend pas des valeurs a et b.

Hypothèses 2 (H2).

(i) Sur [0,1]2\{s = t}, K(r0+1,r0+1)(s, t) existe et vérifie |K(r0+1,r0+1)(s, t)| � C3 avec C3 > 0,
ou

(ii) Sur [0,1]2\{s = t}, K(r0+1,r0+1)(s, t) existe et vérifie |K(r0+1,r0+1)(s, t)| � C3|s − t |−(2−2β0) avec C3 > 0.

Les conditions H1(i)–(iii) sont utiles pour la majoration des erreurs d’interpolation. H1(iv) est une condition plus
technique utilisée pour l’obtention d’une borne inférieure. Elle a été introduite dans Plaskota et al. [11] où de nombreux
exemples de processus sont développés. Parmi les processus vérifiant les hypothèses H1 et H2, nous pouvons citer en
particulier (voir Blanke et Vial, [1]) : le Brownien r0-fois intégré, le Brownien fractionnaire r0-fois intégré, les proces-
sus satisfaisant les conditions de Sacks–Ylvisaker d’ordre r0, le processus d’Ornstein–Uhlenbeck r0-fois intégré, . . .

On suppose maintenant que X est observé aux instants s�,r,n := s�,r = �
rn

avec � = 0, . . . , nr , et pour un entier r . On
notera ti,k,n := ti,k = k

n
+ i

rn
, avec i = 0, . . . , r et k = 0, . . . , n− 1, les nœuds d’interpolation. Pour t ∈ Ik := [ k

n
, k+1

n
],

on appelle X̃r (t) = ∑r
i=0 Li,k(t)X(ti,k) l’interpolée de X(t) où

Li,k(t) =
r∏

j=0
j �=i

(t − tj,k)

(ti,k − tj,k)

est le polynôme de Lagrange par morceaux (ainsi pour t ∈ Ik , X̃r (t) correspond à l’unique polynôme de degré (au
plus) r interpolant X(t) aux (r + 1) nœuds ti,k , i = 0, . . . , r).

Nous étendons ici les résultats établis dans Plaskota et al. [11] en considérant des polynômes d’interpolation de
degré r quelconque.
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Proposition 2.1.

(a) Sous les conditions H1(i)(ii), on obtient pour tout r � 1,

sup
t∈[0,1]

E
(
X(t) − X̃r (t)

)2 � A1n
−2(r∗+β∗),

où

r∗ = min(r, r0), β∗ =
{

1 si r < r0
β0 si r � r0

et A1 est une constante positive dépendant de r .
(b) Sous la condition H1(iii), on obtient pour tout r � 1,

sup
t∈[0,1]

∣∣E (
X(t) − X̃r (t)

)∣∣ � A2n
−(r∗+1),

où A2 est une constante positive dépendant de r .

Remarque 1. L’obtention de ces bornes ne fait intervenir que la covariance du processus X, elles sont donc également
valides pour tout processus non Gaussien vérifiant les conditions H1(i)–(iii). Dans le cas stationnaire où μ(t) ≡ μ,
l’interpolation est sans biais : E (X(t) − X̃r (t)) = 0, t ∈ [0,1].

On peut également obtenir une borne inférieure pour l’erreur d’interpolation.

Proposition 2.2. Soit ṡk,r le milieu de [sk,r , sk+1,r ] (avec sk,r = k
rn

, k = 0, . . . , nr), alors la condition H1(iv) entraîne
pour tout r � 1 :

E
(
X(ṡk,r ) − X̃r (ṡk,r )

)2 � A3 n−2(r0+β0),

où A3 est une constante positive dépendant de r .

Remarque 2. Un résultat similaire est obtenu dans Plaskota et al. [11] pour

1∫
0

E
(
X(t) −AX(t)

)2
dt

où A dénote toute méthode d’interpolation basée sur les nœuds sk,r .

3. Estimation du paramètre r0

On suppose maintenant que X vérifiant les conditions H1 et H2 (avec r0, β0 inconnus) est observé à N instants,
tels que si on pose n := n(N) = [ N

pN
] et pN = 2[loga N ]2 + 1 où

loga N := ln ln · · · ln︸ ︷︷ ︸
a fois

N

avec a � 2 (choisi par l’utilisateur), alors les temps d’observations sont donnés par sk,r = k
rn

(avec r = 1, . . . , pN et
k = 0, . . . , nr) et ṡk,r = 1

2 (sk,r + sk+1,r ) (avec r = 1, . . . , pN et k = 0, . . . , nr − 1). Comme pN → ∞, il existera un
entier N0 tel que r0 ∈ {0, . . . , pN } pour tout N � N0. De plus si un majorant B est connu pour r0, le choix pN = B +1
convient également.

On définit l’estimateur de r0 par

r̂ = min

{
r ∈ {1, . . . , pN }: 1

nr

nr−1∑
j=0

(
X(ṡj,r ) − X̃r (ṡj,r )

)2 � n−2r lnn

}
− 1

et on posera r̂ = l0 /∈ N si cet ensemble est vide.
Nous présentons maintenant le résultat principal de cette note relatif à la vitesse de convergence de r̂ vers r0.
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Théorème 3.1. Sous les hypothèses H1 et H2,

(i) si β0 ∈ [0, 1
2 ],

P(r̂ �= r0) = O
(

exp

(
−D1

N

(lnN)(loga N)2

))
,

(ii) si β0 ∈ ] 1
2 ,1[,

P(r̂ �= r0) = O
(

exp

(
−D2

(
N

(loga N)2

)2−2β0
))

,

où D1 et D2 sont des constantes strictement positives,
(iii) r̂ = r0 presque sûrement pour N assez grand.

Les bornes exponentielles s’obtiennent par un procédé d’orthonormalisation et par l’application de l’inégalité de
Hanson et Wright [5]. Le résultat (iii) est une conséquence simple du lemme de Borel–Cantelli. Notons également que
l’estimation de l’exposant de Hölder local apparaît dans Istas et Lang [6]. Finalement, ce théorème permet d’obtenir
la convergence presque sûre de X̃r̃ (t) vers X(t), où l’on a posé r̃ = max(r̂,1).

Théorème 3.2. Sous les hypothèses H1 et H2, on obtient pour tout t ∈ [0,1] et tout ε > 0,

N(r0+β0)

(lnN)1/2+ε

∣∣X(t) − X̃r̃ (t)
∣∣ p.s.−→
N→∞ 0.

Remarque 3. On retrouve ainsi une vitesse d’approximation comparable (à des termes logarithmiques près) à celle
obtenue dans la Proposition 2.1 où r0 est supposé connu (avec le choix r � r0).
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