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Résumé

Nous construisons les connexions euclidiennes de type G, ou Spin(7), induites par la connexion de Levi-Civita. Pour citer cet
article : E. Bonan, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 343 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Connections for Riemannian manifolds with structure group G, or Spin(7). We write down Euclidean connections of G,
or Spin(7) type which are induced by Levi-Civita connection. To cite this article: E. Bonan, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 343
(20006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Au cours de la derniere décennie, les variétés a groupe d’holonomie faible G, ou Spin(7), apparaissent dans
la théorie des cordes supersymétriques. Dans ce contexte, la connexion de Levi-Civita est délaissée au profit des
connexions euclidiennes dont la torsion est complétement antisymétrique [7]. Nous reproduisons ci dessous la Note,
remise le 15 juin 1995, présentée par André Lichnerowicz, modifiée selon les voeux du rapporteur, mais qui, pour des
raisons obscures, n’a jamais été publiée. Cette construction est analogue a celle qui figure dans [2], pour le cas d’une
variété a groupe d’holonomie Sp(n) Sp(1). Les deux propositions concernant la torsion des connexions introduites ont
été ajoutées.

Désignons par V7 ou Vg une variété riemannienne dont le fibré principal des reperes orthonormés admet une
réduction a un sous-fibré de reperes adaptés a la forme cubique extérieure @ ou a la forme quartique extérieure 2,
de groupe structural le sous-groupe G, ou Spin(7). Ces formes globales, qui ont été définies localement dans [1],
s’écrivent :

b = w124 + c0235 +w346 +a)457 +w561 +a)672 _,’_w713
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ol nous avons posé '/ =w' Aw! A A @F.
Désignons par AZ le sous G ou Spin(7)-module irréductible de A”(V7) ou AP (V3) de dimension d.
M. Fernandez ([5] et [6]), A. Gray [5] et R. Bryant ([3] et [4]) ont déterminé les décompositions en sommes directes,
A=A A, A =4Ale Ao a3,
AV =M@ A, AW =aieal, AN =4ale A]e 4}, @ Als.
Introduisons les opérateurs de Lichnerowicz ([9] p. 189) associés a ces formes :
Ki(@), K@) =+"Ki(®)x, Ki(2), K32)=+"Ki(2)x,

ou par définition

K (/) = e(a')i(0") = e(0)i () + e(0’)i (o),
K, (a)”kh) = e(a)’-/k)i(a)h) — e(a)”h)i(a)k) + e(a)lkh)i(a)f) — e(a)jkh)i(a)’).

Nous utiliserons systématiquement le lemme de Schur, en appliquant ces homomorphismes de G» ou Spin(7)-
modules a des éléments arbitrairement choisis dans des G ou Spin(7)-modules irréductibles, pour démontrer les
lemmes suivants :

Lemme 1. La dérivation K (®) envoie A% sur A% et annule A%Af.

Lemme 2. Sur une forme 9 € A3, K»(®)K ()9 = 129.

Démonstration. L’ opérateur K (&) envoie les trois 2-formes @2, 0% et w93 sur la 3-forme non nulle '3 — »23° 4+
w07 — 237 ¢t I’opérateur K, (@) ramene chacune des quatre 3-formes intervenant dans cette somme sur la 2-forme
¥ = w'? + 0’ + »® qui appartient au G,-module A%, tandis que w'?> — @’ appartient au G,-module A%4, une

version de I’algebre de Lie du groupe G2. O
Lemme 3. La dérivation K1 (§2) envoie A% sur A;‘ et annule A%l.

Lemme 4. Sur une forme 9 € A2, K3(£2)K1(£2)0 = 329.

Démonstration. L’ opérateur K; (£2) envoie les quatre 2-formes @'%, 037, 09 et w34 sur la 4-forme non nulle @
@08  HIOT8 _ (2378 _ (2467 o (1347 4 )2345 _ )1456 o I’opérateur K3(§2) rameéne chacune des huit 4-formes
intervenant dans cette somme sur la 2-forme ¥ = w'? + @’ + 0 + ¥ qui appartient au Spin(7)-module A2, tandis
que w'? — w7 appartient au Spin(7)-module A%l, une version de I’algebre de Lie du groupe Spin(7). O

1358 _

2. Placons nous d’abord sur V;

Décomposons la 1-forme de la connexion de Levi-Civita w = @ + 7, ot la nouvelle connexion @ prend ses valeurs
dans A%4 ® Al et ot le tenseur T appartient & A% ® Al. La dérivation covariante de @ est le résultat de 1’action de
K (®) sur le premier facteur A% 4 de la composante dans A% 4 ® Al de la connexion de Levi-Civita. Pour tout vec-
teur X, Dx® = —2K{(®)7(X). Grace au Lemme 2, nous pourrons exprimer 7 au moyen du tenseur global &, version
complétement contravariante de @, opérant sur D@, considérée comme 1-forme a valeurs tensorielles dans A3, par
double contraction.

Rappelons qu’une connexion euclidienne est une connexion linéaire dans laquelle le tenseur métrique est a dérivée
covariante nulle [9 p. 101].
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Définition 1. Nous appellerons connexion canonique de la variété riemannienne de type G, la connexion euclidienne
@ induite par la connexion de Levi-Civita &

1
wl=n+ 545“”’Dd>ab,.

Proposition 1. Dans la connexion canonique d’une variété riemannienne de type Go, le tenseur métrique g, la
3-forme @ et la 4-forme x® sont tous paralléles.

Preuve directe. La nouvelle connexion est euclidienne car de @4 Dy = 68; nous déduisons D(P“bl Dyp; +
q)“led?abJ =0soit 7, +1,;, =0.
Calculons maintenant @41 D@, = — @bl (0, Prp2 + 705 Par2 + 705 Papr)

sia=2etb=4 -0 (1) @14+ 7} P2 + 7y P241) =0
sia=3etb=T7 @3 (28 be7 + 73 B35y + 1} P371) = —78 — 73 — 7] ;

sia=5eth=6—@! (7T57(D7(,2 +JT63¢532 + 77214)561) = +7‘L’57 —|—7T63 — 7'[21.

Si on échange a et b, on a les mémes résultats.
Finalement nous trouvons —4(7136 +7t75 + nzl) et par suite w21 = %nzl — %nf — %n75, mais aussi w? =
11 5_2_5_1_1_1_6
37 SLwy =377 — 37, — 373 . _ _
Il en résulte que les éléments de la nouvelle connexion vérifient la relation

W

6_ 1
T3 377

w21+w36+w75:0

ainsi que les six qu’on obtient par permutation circulaire (1234567) : ce sont justement les conditions pour que la
dérivée covariante du tenseur @ soit nulle [1]. O

Remarque. La connexion que nous venons d’expliciter s’exprime aussi en fonction de la forme quartique extérieure
¥ = x® par
ol =7+ ilpabcquj
) abej-
La torsion de cette connexion qui prend ses valeurs dans le G;-module A% ® A% dont la dimension totale soit
49 =1+ 7+ 14 + 27, posséde quatre composantes de G,-type distincts : les trois premiéres figurent dans A3 égal
a la somme directe des G-modules A3, A% et A%7 : c’est exactement la différentielle extérieure d@, tandis que la

premiére (encore) et la quatrieme dans A égal a la somme directe des G2-modules A% et A%4 : c’est exactement la
codifférentielle extérieure §&. Nous en déduisons

Proposition 2. La torsion de la connexion canonique d’une variété riemannienne V7 de type G, est completement
antisymétrique si et seulement si la codifférentielle de la forme cubique extérieure @ n’a pas de composante dans Aﬁ.

Dans [8 p. 2] la variété V7 munie de notre connexion canonique, avec de plus 8@ € A2, est dite paralléle localement
conforme.

3. Placons nous maintenant sur Vg

Décomposons la 1-forme de la connexion de Levi-Civita w = @ + 7, ot la nouvelle connexion @ prend ses valeurs
dans A%l ® Al et ol le tenseur 7 appartient a A% ® A'. La dérivation covariante de £2 est le résultat de ’action de
K (£2) sur le premier facteur A%l de la composante dans A%l ® A de la connexion de Levi-Civita. Pour tout vec-
teur X, Dx £2 = 2K (£2)t(X). Grace au Lemme 4, nous pourrons exprimer T au moyen du tenseur global fZ, version
complétement contravariante de £2, opérant sur D$2, considérée comme 1-forme a valeurs tensorielles dans A*, par
triple contraction.
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Définition 2. Nous appellerons connexion canonique de la variété riemannienne de type Spin(7) la connexion eucli-
dienne w induite par la connexion de Levi-Civita &
wl=n' 4+ LgabczDQ
J 926 abcj-

Proposition 3. Dans la connexion canonique d’une variété riemannienne de type Spin(7), le tenseur métrique g et
la 4-forme $2 sont tous paralleles.

Preuve directe. La nouvelle connexion est euclidienne car de 2% 2, ; = 144" nous déduisons D.Q“bcl Sabe; +
29¢ DQ2qpe; =0so0it 7, + 17, =0.
Calculons maintenant 28D 2,401 = =28 (1! Q2yper + 70} Raret + 75 Rabrt + 7 Laver)

sia=1,b=2etc=4 —28@3 Q2441 + 7] Qire1 + 7. 21pr1 + 7O R21248) =0,

de mé&me pour (1,3,7) ou (1,5, 6),

sia=2,b=3etc=5 253} Quss51 + 7] 22751 + 720361 + 7S 20358) = 475 + 7] +7& — 78,
de méme pour (3,4, 6) ou (4,5,7) ou (6,7,2),

si on permute (a, b, ¢), on a les mémes résultats.
Finalement nous trouvons —24(71} + 7t73 + 7165 + nf) et par suite

3 1 1 1
8 8 2 3 5
oy = erl 4714 4717 4716.

Il en résulte que les éléments de la nouvelle connexion vérifient
w18+w42+w73+w65=0

ainsi que les six qu’on obtient par permutation circulaire (1234567) : ce sont justement les conditions pour que la
dérivée covariante du tenseur £2 soit nulle [1]. O

La torsion de cette connexion qui prend ses valeurs dans le Spin(7)-module A% ® Aé dont la dimension totale soit
56 = 8 4 48, posséde deux composantes de Spin(7)-type distincts : on les retrouve dans A3 égal 4 la somme directe
des Spin(7)-modules Ag et Aig : ¢’est exactement la codifférentielle extérieure 5§52. Nous en déduisons

Proposition 4. La torsion de la connexion canonique d’une variété riemannienne de type Spin(7) est complétement
antisymétrique.

Dans ([8] p. 2), la variété Vg munie de notre connexion canonique est alors dite paralléle localement conforme.
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