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Résumé

Nous considérons une population soumise à J risques concurrents éventuellement dépendants. A chaque individu est associé un
couple de variables aléatoires (X,C). La durée de vie X est une variable positive et la cause de mort C prend la valeur j lorsque la
mort est due à la je cause pour un j dans {1, . . . ,J}. Ce couple (X,C) est censuré à droite par une v.a. positive C indépendante de

(X,C). Nous étudions les propriétés asymptotiques de l’estimateur de Aalen–Johansen F̂
(j)
n de la fonction de répartition spécifique

à la je cause F(j)(·) = P[X � ·,C = j ]. Pour citer cet article : S. Geffray, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 344 (2007).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Estimation in a model of possibly dependent competing risks with censorship. We consider a population which is submitted
to J competing causes of failure which are possibly dependent. To each individual is associated a couple of random variables
(X,C). The failure time X is non-negative and the cause of failure C takes a value j in {1, . . . ,J} when the failure is due to the
j -th cause. This couple of r.v. (X,C) is independently right-censored by a non-negative r.v. C. We study the asymptotic properties

of the Aalen–Johansen estimator F̂
(j)
n of the subdistribution function F(j)(·) = P[X � ·,C = j ]. To cite this article: S. Geffray,

C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 344 (2007).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Considérons une population exposée à J causes de mort mutuellement exclusives et éventuellement dépendantes.
A chaque individu est associé un couple de variables (X,C). La variable aléatoire (v.a.) X est positive, de fonction
de répartition (f.r.) F et représente la durée de vie de l’individu. La v.a. C indique la cause du décès et ainsi prend la
valeur j parmi {1, . . . ,J} lorsque la mort est due à la j e cause. Nous nous intéressons ici à la fonction de répartition
spécifique à la j e cause définie pour t � 0 par F (j)(t) = P[X � t,C = j ]. Dans la suite, nous supposons que les
fonctions F (j) pour j = 1, . . . ,J ont des ensembles de points de discontinuité disjoints.

Adresse e-mail : geffray@ccr.jussieu.fr.
1631-073X/$ – see front matter © 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2007.02.011



458 S. Geffray / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 344 (2007) 457–460
Supposons que le couple (X,C) est censuré à droite par une v.a. positive C indépendante de (X,C) et de f.r. G.
On observe alors non pas le couple (X,C) mais le couple (T = min(X,C), J = C: I (X � C)) où I (·) est la fonction
indicatrice. La f.r. H de la v.a. T est donnée par la relation 1 − H = (1 − F)(1 − G) et est à support dans l’intervalle
[0, τH ] où τH = sup{x: H(x) < 1}. Introduisons pour j = 1, . . . ,J et t � 0 la fonction H(1,j)(t) = P[T � t, J = j ].

Soient n copies indépendantes (Ti, Ji)i=1,...,n de (T , J ). Introduisons pour t � 0 les fonctions de répartition em-

piriques Hn(t) = 1
n

∑n
i=1 I (Ti � t) et H

(1,j)
n (t) = 1

n

∑n
i=1 I (Ti � t, Ji = j) associées à H et H(1,j) respectivement.

Pour toute fonction de répartition L, notons L− la modification continue à gauche de L donnée pour t � 0 par
L−(t) = limu↑t L(u). Pour t � 0, l’estimateur de Kaplan–Meier de F s’écrit F̂n(t) = 1 − ∏n

i=1(1 − I (Ti � t, Ji �=
0)/n(1 − H−

n (Ti))). L’estimateur introduit par Aalen et Johansen [1] pour F (j) est défini pour t � 0 par :

F̂
(j)
n (t) =

t∫
0

1 − F̂−
n

1 − H−
n

dH
(1,j)
n .

Nous obtenons la convergence faible de processus correctement centrés et normalisés, basés sur les F̂
(j)
n . Nous

construisons alors des bandes de confiance asymptotiques jointes pour les F (j) et F . Enfin, nous énonçons deux
résultats d’approximation forte.

2. Convergence faible et bandes de confiance

Comme l’estimateur de Kaplan–Meier, l’estimateur de Aalen–Johansen possède une structure de martingale en
temps continu. Aalen et Johansen [1] ont obtenu la convergence faible jointe des processus K

(j)
n pour j = 1, . . . ,J sur

les compacts [0, σ ] où σ < τH et sous l’hypothèse de continuité des F (j) pour j = 1, . . . ,J requise pour appliquer
le théorème de Rebolledo. Sur les mêmes compacts [0, σ ] où σ < τH , Dauxois [3] a obtenu la convergence faible du
processus K

(0)
n en utilisant un théorème de Jakubowski et al. [6] sans effectuer d’hypothèse de continuité. Sa méthode

se généralise à notre cas multidimensionnel en introduisant la martingale{(
M(1,1)

n , . . . ,M(1,J)
n

)
,Fn(t): t ∈ [0, τH ]}

où pour j = 1, . . . ,J,

M
(1,j)
n (t) =

n∑
i=1

(
I (Ti � t, Ji = j) −

t∧Ti∫
0

dH(1,j)/(1 − H−)

)

et où

Fn(t) = σ
{
TiI (Ti � s), JiI (Ti � s): i = 1, . . . , n, s � t

}
est la σ -algèbre engendrée par les événements observés avant t .

Théorème 2.1. Posons F (0) ≡ F , F̂
(0)
n ≡ F̂n et notons δj,l = I (j = l). Introduisons pour j = 0, . . . ,J :

K
(j)
n = √

n

(
F̂

(j)
n − 1 − F̂n

1 − F
F (j)

)
et K̃

(j)
n = √

n

(
F̂

(j)
n

1 − F

1 − F̂n

− F (j)

)
.

Dans DJ+1[0, τH [, l’espace des fonctions cadlag sur [0, τH [ à valeurs dans R
J+1, on a :(

K(0)
n ,K(1)

n , . . . ,K(J)
n

) D−→ (
K(0),K(1), . . . ,K(J)

)
,(

K̃(0)
n , K̃(1)

n , . . . , K̃(J)
n

) D−→ (
K(0),K(1), . . . ,K(J)

)
,

où les processus K(j) sont gaussiens de moyenne nulle et de covariance donnée pour k, j = 0, . . . ,J et s, t � 0 par :

Cov
(
K(j)(s),K(k)(t)

) =
J∑

l=1

s∧t∫
0

(
δj,l + F (j)

1 − F

)(
δk,l + F (k)

1 − F

)
(1 − F−)(1 − F)

(1 − H−)2
dH(1,l).
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Ce théorème entraîne l’égalité en distribution suivante : K(j) D= W(j)(C(j)) où les W(j) sont des processus de
Wiener corrélés et où C(j)(t) = Var(K(j)(t)) représente la variance du je processus limite. Ces résultats permettent
d’établir des bandes de confiance asymptotiques jointes pour les F (j) et F selon les approches de Hall–Wellner (HW)
et Aalen–Nair (AN).

Pour j = 1, . . . ,J et t � 0, introduisons un estimateur Ĉ
(j)
n (t) de C(j)(t) :

Ĉ
(j)
n (t) =

J∑
l=1

s∧t∫
0

(
δj,l + F̂

(j)
n

1 − F̂n

)(
δk,l + F̂

(k)
n

1 − F̂n

)
(1 − F̂−

n )(1 − F̂n)

(1 − H−
n )2

dH(1,l)
n

et posons

K
(j)
n (t) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
λj√
n

√
Ĉ

(j)
n (σ ) pour les bandes AN

λj√
n

(
1 + Ĉ

(j)
n (t)

)
pour les bandes HW

et K(0)
n (t) =

J∑
j=1

K
(j)
n (t).

Théorème 2.2. Fixons σ < τH . Notons W le mouvement brownien standard sur [0,1] et B le pont brownien sur
[0,1] et posons pour des λj > 0 :

α(σ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
1 −

J∑
j=1

KW(λj ,1) pour les bandes AN avec KW(λ,a) = P

[
sup

0�t�a

∣∣W(t)
∣∣ � λ

]
,

1 −
J∑

j=1

KB

(
λj ,

Cj (σ )

1 + Cj (σ )

)
pour les bandes HW avec KB(λ,a) = P

[
sup

0�s�a

∣∣B(s)
∣∣ � λ

]
.

Les bandes de confiance de type Aalen–Nair et de type Hall–Wellner sont données par :

lim
n→∞P

[
r(0)
n (t) � F(t) � R(0)

n (t), r
(j)
n (t) � F (j)(t) � R

(j)
n (t), j = 1, . . . ,J, t � σ

]
� α(σ),

avec

r
(j)
n (t) = (

F̂
(j)
n (t) − K

(j)
n (t)

)(
1 + K(0)

n (t)
)−1

, R
(j)
n (t) = (

F̂
(j)
n (t) + K

(j)
n (t)

)(
1 − K(0)

n (t)
)−1

,

r(0)
n (t) = (

F̂n(t) − K(0)
n (t)

)(
1 − K(0)

n (t)
)−1

, R(0)
n (t) = (

F̂n(t) + K(0)
n (t)

)(
1 + K(0)

n (t)
)−1

.

Les bandes de confiance modifiées de type Aalen–Nair et de type Hall–Wellner sont données par :

lim
n→∞P

[
r̃ (0)
n (t) � F(t) � R̃(0)

n (t), r̃
(j)
n (t) � F (j)(t) � R̃

(j)
n (t), j = 1, . . . ,J, t � σ

]
� α(σ),

avec

r̃
(j)
n (t) = F̂

(j)
n (t)

(
1 − K(0)

n (t)
) − K

(j)
n (t), R̃

(j)
n (t) = F̂

(j)
n (t)

(
1 + K(0)

n (t)
) + K

(j)
n (t),

r̃(0)
n (t) = 1 − (

1 − F̂n(t)
)(

1 + K(0)
n (t)

)
, R̃(0)

n (t) = 1 − (
1 − F̂n(t)

)(
1 − K(0)

n (t)
)
.

3. Approximations fortes

Les deux résultats d’approximation forte suivants sont valables uniformément sur les intervalles aléatoires
[0, Tn−kn,n] où Tn−kn,n représente la (n − kn)

e statistique d’ordre de l’échantillon (T1, . . . , Tn). La suite (kn) dé-
signe une suite d’entiers compris entre 1 et n−1. Si (kn) est choisie négligeable devant n, alors la suite des intervalles
[0, Tn−kn,n] est croissante pour l’inclusion à partir d’un certain rang et recouvre asymptotiquement tout compact [0, σ ]
où σ < τH . Dans la suite, (kn) satisfaisait la condition suivante (H) : pour n assez grand, kn � Ak2n pour un A > 0,
kn � (logn)2 et la suite (kn/n) est décroissante.

Théorème 3.1. Approximation forte jointe des processus
√

n (F̂
(j)
n − F (j)) et K

(j)
n .
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Supposons que F (j) est continue pour j = 1, . . . ,J. Pour n assez grand, sur un espace de probabilité convenable-
ment élargi, on peut définir J suites de processus gaussiens (L̃

(1)
n ), . . . , (L̃

(J)
n ) telles que l’on ait de façon jointe pour

j = 1, . . . ,J,

sup
t�Tn−kn,n

∣∣√n
(
F̂

(j)
n (t) − F (j)(t)

) − L̃
(j)
n (t)

∣∣ = O

(√
n

logn

kn

)
.

Pour tout n, les processus L̃
(j)
n sont de moyenne nulle et de covariance donnée pour k, j = 1, . . . ,J et pour s, t � 0

par :

Cov
(
L̃

(j)
n (t), L̃(k)

n (s)
) =

J∑
l=1

s∧t∫
0

(
δj,l + F (j) − F (j)(t)

1 − F

)(
δk,l + F (k) − F (k)(s)

1 − F

)
(1 − F)2

(1 − H−)2
dH(1,l).

Pour n assez grand, sur le même espace de probabilité, on peut définir J suites de processus gaussiens (L
(1)
n ), . . . ,

(L
(J)
n ) telles que l’on ait de façon jointe pour j = 1, . . . ,J :

sup
t�Tn−kn,n

∣∣K(j)
n (t) − L

(j)
n (t)

∣∣ = O

(√
n

logn

kn

)
.

Pour tout n, les processus L
(j)
n sont de moyenne nulle et de même covariance que les K(j) (cf. Theorème 2.1), à savoir,

satisfont pour k, j = 1, . . . ,J et pour s, t � 0 :

Cov
(
L

(j)
n (t),L(k)

n (s)
) =

J∑
l=1

s∧t∫
0

(
δj,l + F (j)

1 − F

)(
δk,l + F (k)

1 − F

)
(1 − F)2

(1 − H−)2
dH(1,l).

Ce théorème s’obtient en décomposant les processus
√

n (F̂
(j)
n − F (j)) (resp. K

(j)
n ) de façon à faire apparaître les

processus empiriques
√

n (H
(1,j)
n − H(1,j)) que l’on sait approximer de façon jointe par des ponts browniens grace

au résultat d’Horváth [5]. Au cours de la décomposition, il apparaît un terme de reste dont la majoration nécessite
l’emploi des U-statistiques comme Stute [7,8] et des VC-classes de fonctions comme Csörgő [2] et Giné et Guillou [4].
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