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Résumé

Le but de cette Note est de démontrer des résultats dans l’optimisation de deux variables entières qui correspondent aux résultats
fondamentaux de l’analyse convexe des variables réelles, à savoir qu’un minimum local d’une fonction convexe est global ; que
la fonction marginale d’une fonction convexe est convexe ; et que deux ensembles convexes disjoints peuvent être séparés par un
hyperplan. Pour citer cet article : C.O. Kiselman, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 346 (2008).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Local minima, marginal functions, and separating hyperplanes in discrete optimization. The goal of this Note is to prove
results in optimization of two integer variables which correspond to fundamental results in convex analysis of real variables, viz.
that a local minimum of a convex function is global; that the marginal function of a convex function is convex; and that two disjoint
convex sets can be separated by a hyperplane. To cite this article: C.O. Kiselman, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 346 (2008).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Trois difficultés en convexité digitale

Regardons trois propriétés fondamentales dans la théorie de la convexité en variables réelles : un minimum local
d’une fonction convexe est global ; la fonction marginale d’une fonction convexe est convexe ; et deux ensembles
convexes disjoints peuvent toujours être séparés par un hyperplan. Comment les adapater aux espaces discrets n’est
pas évident. Nous proposons ici une nouvelle classe de fonctions qui étend considérablement la classe des fonctions
L�-convexes.

2. Les fonctions fortement convexes

Définition 2.1. Une fonction f : Z2 → R sera dite fortement convexe si elle est la restriction à Z2 d’une fonction
convexe dans R2 qui est affine sur tout segment [a, a + (1,0)] ainsi que sur tout segment [a, a + (0,1)], a ∈ Z2.
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Définissons deux opérateurs de différence opérant sur les fonctions définies sur Z2, l’ensemble des points dans R2

à coordonnées entieres :

(D1f )(x, y) = f (x + 1, y) − f (x, y) et (D2f )(x, y) = f (x, y + 1) − f (x, y), (x, y) ∈ Z2.

La quantité

(D2D1f )(x, y) = f (x + 1, y + 1) − f (x + 1, y) − f (x, y + 1) + f (x, y), (x, y) ∈ Z2,

que j’appellerai le module de f , va jouer un grand rôle dans la suite.
Étant donnée une fonction f : {0,1}2 → R on peut toujours la prolonger en une fonction convexe F définie dans le

carré [0,1]2. On peut prendre par exemple F = cvx(f ), l’enveloppe convexe de f ; c’est le prolongement convexe le
plus grand.

Si D2D1f (0,0) = 0 (f est alors dite modulaire), cvx(f ) est affine dans le carré [0,1]2.
Si D2D1f (0,0) < 0 (f est dite sousmodulaire), cvx(f ) est affine dans le triangle à sommets (0,0), (1,0), (1,1)

ainsi que dans celui à sommets (0,0), (1,1), (1,0). La diagonale [(0,0), (1,1)] est une ligne de brisure.
Enfin si D2D1f (0,0) > 0 (f est dite supermodulaire), cvx(f ) est affine dans les triangles à sommets (0,0), (1,0),

(0,1) et (1,0), (1,1), (0,1). La diagonale [(0,1), (1,0)] est une ligne de brisure.

Définition 2.2. Étant donnée une fonction f : Z2 → R, on définit son prolongement canonique, noté can(f ) : R2 → R,
de la façon suivante : dans chaque carré a + [0,1]2 où a ∈ Z2, can(f ) vaut cvx(f |a+{0,1}2).

Le prolongement canonique est donc défini dans R2 et convexe dans chacun des carrés a + [0,1]2, a ∈ Z2, mais il
n’est pas forcément convexe dans R2 tout entier, car il n’y a aucune garantie que les brisures sur les lignes verticales
ou horizontales aillent dans le bon sens.

Lemme 2.3. L’opération f �→ can(f ) est croissante et superadditive dans le sens que

can(f + g) � can(f ) + can(g).

Pour tout point a ∈ Z2 on a

can(f + g) = can(f ) + can(g)

dans le carré a + [0,1]2 si et seulement si [D2D1f (a)] · [D2D1g(a)] � 0.

Théorème 2.4. Étant donnée une fonction f : Z2 → R les propriétés suivantes sont équivalentes :

A. f est fortement convexe ;
B. Le prolongement canonique de f est convexe dans R2 ;
C. Pour tout point (x, y) ∈ Z2 et tous nombres s, t ∈ {−1,0,1} on a

D1f (x + 1, y + t) − D1f (x, y) � 0 et D2f (x + s, y + 1) − D2f (x, y) � 0 ;
D. Pour tous points x, y avec ‖x − y‖1 = 1 les ensembles ∂f (x) et ∂f (y) de leurs sous-gradients en x et y ont un

point commun.

On peut se demander si les modules D2D1u(x, y) peuvent être préscrits librement. C’est le cas :

Théorème 2.5. Étant donnée une fonction f : Z2 → R quelconque il existe u : Z2 → R solution de D2D1u = f . On
peut préscrire u sur les axes x = 0 et y = 0 de façon arbitraire ; la solution est alors unique.

Est-ce qu’il est possible de trouver une solution fortement convexe à toute équation D2D1u = f ? La réponse est
non :

Théorème 2.6. Soit f : Z2 → R une fonction donnée et considérons les propriétés suivantes :
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A. Pour tous a, b ∈ Z on a

sup
r,s∈Z

∣∣∣∣∣

s∑

y=r

f (a, y)

∣∣∣∣∣ < +∞ et sup
r,s∈Z

∣∣∣∣∣

s∑

x=r

f (x, b)

∣∣∣∣∣ < +∞ ;

B. Pour tous a, b ∈ Z et tous s, t ∈ {−1,0,1} on a, en notant Ik un inverse à droite de Dk ,

inf
y∈Z

(
(I2f )(a + 1, y + t) − (I2f )(a, y)

)
> −∞ et inf

x∈Z

(
(I1f )(x + s, b + 1) − (I1f )(x, b)

)
> −∞ ;

C. Il existe une solution fortement convexe de D2D1u = f ;
D. Pour tous a, b ∈ Z on a

inf
y∈Z

(
I2D1f (a, y)

)
> −∞ et inf

x∈Z

(
I1D2f (x, b)

)
> −∞ ;

E. Il existe une solution séparément convexe de D2D1u = f .

Alors A ⇒ B ⇔ C ⇒ D ⇔ E.

En particulier ce résultat montre que les signes des quantités D2D1u(x, y), (x, y) ∈ Z2, avec u fortement convexe
peuvent être choisis indépendamment l’un de l’autre sans aucune contrainte.

Murota [3, 178] étudie une classe de fonctions nommée fonctions L�-convexes (« L-naturellement-convexes »),
définie à l’aide des fonctions sousmodulaires, définition qui remonte jusqu’à la notion des fonctions fortement sous-
additives de Choquet [1, 132]. Leur relation avec les fonctions convexes des variables réelles est donnée par le
prolongement de Lovász [2]. Notons que ces fonctions L�-convexes constituent une sous-classe assez restreinte des
fonctions fortement convexes. On peut les caracteriser facilement à l’aide de ses segments de brisure :

Théorème 2.7. Une fonction u : Z2 → R est L�-convexe si et seulement si elle est fortement convexe et son prolonge-
ment canonique n’a aucun segment de brisure de la forme [a + (0,1), a + (1,0)], a ∈ Z2.

La condition sur les segments de brisure équivaut à D2D1u � 0 en tout point, à comparaître au fait que les signes
de cette quantité peuvent être choisis librement en chaque point pour les fonctions fortement convexes.

3. Résultats

Théorème 3.1. Soit f : Z2 → R une fonction fortement convexe et bornée inférieurement. Alors sa function marginale,
h(x) = infy∈Z f (x, y), x ∈ Z, est convexe, c’est-à-dire restriction d’une fonction convexe sur R.

La fonction f (x) = |x − 2my|, (x, y) ∈ Z2, où m est un entier aussi grand que l’on veut, est restriction d’une
fonction convexe sur R2, mais sa fonction marginale n’est convexe dans aucun sens.

Démonstration. Un résultat classique sur les fonctions convexes dit que

H(x) = inf
y∈R

F(x, y), x ∈ R,

est convexe si F : R2 → R et convexe. Sous les hypothèses faites on obtient en posant F = can(f )

H(x) = inf
y∈Z

F(x, y) = inf
y∈Z

f (x, y) = h(x), x ∈ Z. �
Pour un minimum local la question clef est de trouver un voisinage qui peut servir. Pour obtenir un résultat optimal

nous définirons un voisinage qui dépend de la fonction étudiée. (Il ne s’agit pas de voisinage topologique, bien sûr.)

Définition 3.2. Étant donnée une fonction f : Z2 → R et un point a ∈ Z2 on dit qu’un point b ∈ Z2 est f -voisin de a

si ‖b − a‖∞ = 1 et si le segment [a, b] est un segment de brisure de can(f ). On notera Vf (a) l’ensemble de tous les
f -voisins de a.
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Un point peut donc avoir 0,2,3, . . . ,8 voisins, tous éléments de S(a) = {x ∈ Z2; ‖x − a‖∞ = 1}.

Lemme 3.3. Si une fonction fortement convexe f est � f (a) dans Vf (a), alors can(f ) � f (a) dans l’enveloppe
convexe de Vf (a) ∪ {a}.

Démonstration. Si x ∈ cvx(Vf (a) ∪ {a}), alors il existe au plus trois points dans Vf (a) ∪ {a} dont l’enveloppe
convexe contient x et tels que can(f ) soit affine dans l’enveloppe convexe de ces points. Donc can(f ) � f (a) aussi
dans cette enveloppe convexe et par conséquent dans cvx(Vf (a) ∪ {a}) tout entier. �
Théorème 3.4. Soit f : Z2 → R une fonction fortement convexe. Supposons que l’enveloppe convexe de l’ensemble
{x ∈ S(a);f (x) � f (a)} contient a dans son intérieur pris dans la topologie usuelle de R2. Alors f (a) est le minimum
global de f , c’est-à-dire que f (a) = infy∈Z2 f (y). On peut distinguer trois cas :

A. Si l’enveloppe convexe de Vf (a) contient a dans son intérieur, il suffit de supposer que f (b) � f (a) pour tout
b ∈ Vf (a).

B. Si a a des f -voisins mais si leur enveloppe convexe ne contient pas a dans son intérieur, alors cvx(Vf (a))

contient quand même a, et il suffit de supposer que l’on a f (x), f (y) � f (a) pour deux points x, y ∈ S(a) (non
pas nécessairement distincts) tels que cvx(Vf (a) ∪ {x} ∪ {y}) contienne a dans son intérieur.

C. Enfin si a n’a pas de f -voisins, il suffit de supposer qu’il existe deux points x, y ∈ S(a) satisfaisant à x − a 
=
±(y − a) et tels que f (x), f (y) � f (a).

Dans ce théorème l’ensemble S(a) peut toujours servir comme voisinage. Or pour chaque sous-ensemble propre B

de S(a) il existe une fonction fortement convexe non bornée inférieurement qui satisfait à infb∈B f (b) � f (a). Par
exemple f (x, y) = sup(x, y) est � 0 sur S � {(−1,−1)} et g(x, y) = sup(x + y, x − y) est � 0 sur S � {(−1,0)},
alors que Vf (0) = {(1,1), (−1,−1)} et Vg(0) = {(1,0), (−1,0)} (cas B).

Aussi pour le troisième problème, celui des hyperplans séparants, les fonctions fortement convexes nous offrent
une solution convenable :

Théorème 3.5. Soient f,g : Z2 → R deux fonctions fortement convexes. Définissons deux ensembles A et B dans R3

par

A = {
(x, y, z) ∈ Z3; z � f (x, y)

}
et B = {

(x, y, z) ∈ Z3; z � −g(x, y)
}
.

Alors il existe un plan dans R3 séparant A et B si et seulement si can(f ) + can(g) � 0.

Théorème 3.6. Soient f , g, A et B comme dans le théorème précédant, et supposons que leur modules sont du même
signe partout dans le sens non strict que [D2D1f (a)] · [D2D1g(a)] � 0 pour tout point a ∈ Z2. Alors il existe un plan
séparant les ensembles A et B si et seulement si f � −g.
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