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Résumé

J. Kollár a obtenu un résultat sur les fibres spéciales des familles d’hypersurfaces dont la fibre générique satisfait l’hypothèse
C1. Dans cette note on déduit de ce résultat une propriété des fibres spéciales des familles d’hypersurfaces dont la fibre générique
satisfait l’hypothèse C2. Pour citer cet article : J.-L. Colliot-Thélène, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 346 (2008).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Special fibre of low degree hypersurfaces. Building upon a result of J. Kollár on special fibres of families of hypersurfaces
whose generic fibre satisfies the C1-hypothesis, we establish a property of special fibres of families of hypersurfaces whose generic
fibre satisfies the C2-hypothesis. To cite this article: J.-L. Colliot-Thélène, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 346 (2008).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Hypersurfaces de Fano et propriété C′
1

Théorème 1.1 (Kollár). Soit k un corps de caractéristique zéro. Soit A un anneau de valuation discrète de corps
résiduel k et de corps des fractions K . Soit X un A-schéma propre et plat, intègre et régulier, de fibre générique XK

une intersection complète lisse de multidegré (d1, . . . , dr ) dans Pn
K . Si l’on a n �

∑r
i=1 di , alors :

(i) il existe une k-variété géométriquement intègre Y et un k-morphisme de Y dans la fibre spéciale Xk ;
(ii) si chaque composante irréductible réduite de Xk est lisse sur k, alors il existe une composante irréductible réduite

de Xk qui est une k-variété géométriquement intègre.

On notera que la composante irréductible géométriquement intègre dont l’existence est assurée dans (ii) n’a pas
forcément la multiplicité 1 dans le diviseur de X défini par Xk .

Kollár [7] établit ce résultat sous l’hypothèse plus générale que la fibre générique est une K-variété de Fano (i.e.
est lisse, à faisceau anticanonique ample).
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On dit qu’un corps k a la propriété Ci si toute forme homogène à coefficients dans k, de degré d , en n + 1 > di

variables a un zéro non trivial dans k.
On dit qu’un corps k a la propriété C′

i si tout système de formes homogènes F1, . . . ,Fr à coefficients dans k, de
degrés respectifs d1, . . . , dr , en n + 1 >

∑r
j=1 di

j variables a un zéro non trivial dans k.
Un corps k est dit pseudo-algébriquement clos si toute k-variété géométriquement intègre possède un point k-

rationnel. J. Ax (1968) a conjecturé que tout corps pseudo-algébriquement clos est C1. Kollár déduit immédiatement
de son théorème la preuve de cette conjecture en caractéristique zéro.

Théorème 1.2 (Kollár). Tout corps pseudo-algébriquement clos de caractéristique zéro a la propriété C′
1.

2. Hypersurfaces de degré d en n + 1 > d2 variables

Théorème 2.1. Soit k un corps de caractéristique zéro. Il existe un corps F contenant k tel que :

(a) k est algébriquement fermé dans F .
(b) F est un corps C′

1.

Démonstration. On procède exactement comme dans [4]. Soit k un corps. Soit E un ensemble de k-variétés en
bijection avec l’ensemble des classes d’isomorphisme de k-variétés géométriquement intègres sans k-point. Si A est
un sous-ensemble fini de E on note kA le corps des fonctions du produit des variétés dans A, produit qui est une
k-variété géométriquement intègre. A toute inclusion A ⊂ B de sous-ensembles finis de E est associée une inclusion
naturelle kA ⊂ kB . On a donc un système inductif filtrant, sa limite inductive φ(k) est un corps dans lequel k est
algébriquement fermé. On construit alors une suite d’extensions de k en posant φ0(k) = k, et φn+1(k) = φ(φn(k))

pour tout entier n. La limite inductive des φn(k) est un corps F dans lequel k est algébriquement fermé. Le corps F

est clairement pseudo-algébriquement clos. D’après le théorème 1.2 c’est donc un corps C′
1. �

Remarque 1. Une telle construction n’est pas nouvelle, elle a été faite dans le cadre des corps de dimension coho-
mologique 1 ou 2. Elle apparaît dans la démonstration du théorème principal de Merkur’ev et Suslin, elle est reprise
dans [4,3,2].

Théorème 2.2. Soit k un corps de caractéristique zéro. Soit A un anneau de valuation discrète de corps résiduel k

et de corps des fractions K . Soit X un A-schéma propre et plat, intègre et régulier, de fibre générique XK une
intersection complète lisse de multidegré (d1, . . . , dr ) dans Pn

K . Si l’on a n �
∑r

i=1 d2
i , alors il existe une composante

de la fibre spéciale Xk qui est de multiplicité 1 et qui est une k-variété géométriquement intègre.

Démonstration. On procède exactement comme dans [2]. Comme la caractéristique de k est nulle, le complété
de A est k-isomorphe à k[[t]], où t est l’image d’une uniformisante de A. Soit F/k donné par le théorème 2.1.
C’est un corps C′

1. D’après un théorème de Lang [8,9] ceci implique que le corps des fractions rationnelles en une
variable F(t) est un corps C′

2. Le théorème de Greenberg [5] implique alors que F((t)) est un corps C′
2. Ainsi

XK(F((t))) �= ∅. Comme X est propre sur l’anneau de valuation discrète A, un point de XK(F((t))) définit un
A-morphisme SpecF [[t]] →X . On considère alors l’anneau local C de X en le point y ∈ X image du point fermé de
SpecF [[t]]. C’est un point de la fibre spéciale de X /A. En utilisant la régularité de X , donc de C, on voit aisément
que la fibre spéciale de X /A au voisinage de y n’a qu’une composante, et que cette composante est de multiplicité 1
et régulière au voisinage de y. En utilisant le fait que k est algébriquement fermé dans F , on montre que k est
algébriquement fermé dans le corps des fractions de cette composante (pour les détails de cet argument, voir [2],
démonstration du Thm. 4.2). �
Remarque 2. Il est naturel de se demander si le théorème 2.2 vaut sans hypothèse sur la caractéristique du corps
résiduel. Lorsque le corps résiduel est fini, cette question n’est pas sans rapport avec la question ouverte suivante
(Kato), version faible d’une conjecture d’Artin :

Sur un corps p-adique K , toute forme lisse de degré d en n + 1 > d2 variables admet-elle des zéros dans des
extensions finies de K dont le pgcd des degrés est égal à 1 ?

Pour les formes de degré premier, cette dernière question a une réponse positive (Kato–Kuzumaki [6]).
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3. Une conjecture

Comme on l’explique dans la remarque 4 ci-après, la conjecture suivante représente une généralisation naturelle
du théorème d’Ax et Kochen.

Conjecture. Soient k un corps de nombres et f :X → Y un k-morphisme dominant de k-variétés projectives, lisses,
géométriquement intègres. Soit K = k(Y ) le corps des fonctions de Y . Supposons la fibre générique XK de f géo-
métriquement intègre. Si pour tout anneau de valuation discrète A ⊂ K de corps des fractions K , contenant k, de
corps résiduel κA, il existe un A-modèle intègre régulier X de XK , propre sur A, dont la fibre spéciale XκA

contient
une composante géométriquement intègre de multiplicité 1, alors pour presque toute place v du corps de nombres k,
l’application X(kv) → Y(kv) induite par f sur les points kv-rationnels de X est surjective.

Remarque 3. Lorsque Y est de dimension 1, la méthode des fibrations (voir [10]) permet d’établir cette conjecture.

Remarque 4. Soient k un corps de nombres, d et n des entiers avec n � d2. Soit N la dimension projective de
l’espace des formes de degré d en n + 1 variables. L’annulation de la forme universelle de degré d en n + 1 variables
définit un fermé géométriquement intègre Z dans le produit d’espaces projectifs Pn

k ×k PN
k . Soit X → Z une résolution

des singularités de Z. La conjecture ci-dessus, appliquée à la composée de X → Z et de la projection Z → PN
k , et

combinée avec le théorème 2.2 donne un énoncé qu’on reconnaît comme le théorème d’Ax et Kochen [1] : il existe un
ensemble fini S(k, d) de places v de k tel que toute forme de degré d en n + 1 > d2 variables, à coefficients dans kv ,
possède un zéro non trivial à coordonnées dans kv .
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