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Résumé

Soient σ(n) et σ∗(n) les fonctions sommes des diviseurs et somme des diviseur unitaires du nombre entier n. Un diviseur d

d’un nombre entier n est dit unitaire s’il est premier avec le quotient n/d. On étudie dans cette Note le comportement relatif de
σ(n)/σ∗(n) et de son ordre maximum. Pour citer cet article : A. Derbal, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 346 (2008).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Large values of the function σ(n)/σ∗(n). Let σ(n) and σ∗(n) be the functions sum of divisors and sum of unitary divisors of
an integer n. A divisor d of an integer number n is called unitary if it is prime with n/d. In this Note we study the relative behavior
of σ(n)/σ∗(n) and its maximum order. To cite this article: A. Derbal, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 346 (2008).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Pour un nombre entier n = ∏
pα‖n pα � 2, on considère les fonctions arithmétiques :

σ(n) =
∏
pα‖n

(1 + p + · · · + pα), σ ∗(n) =
∏
pα‖n

(1 + pα), f (n) = σ(n)

σ ∗(n)(ln lnn)
,

f1(n) = n

ϕ(n)(ln lnn)
et f2(n) = σ(n)

n(ln lnn)
(ϕ(n) désigne l’indicateur d’Euler).

Les fonctions f (n), f1(n), f2(n) sont très voisines, elle ont la même limite supérieure eγ (n → ∞) où
γ = 0,57721566 = la constante d’Euler et vérifient f1(n) � f2(n) � f (n). Cependant, leur comportement relatif
à cette limite supérieure est différent. Il y a une infinité de nombres n pour lesquels f1(n) > eγ [4]. Dans [6], G.
Robin a montré que si l’hypothèse de Riemann est vraie, l’inégalité f2(n) > eγ n’a qu’un nombre fini de solutions
tandis que si l’hypothèse de Riemann est fause, elle en a une infinité. De plus il énonce que f (n) < eγ pour n assez
grand. Dans cette Note nous précisons cette dernière assertion en démontrant le suivant :
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Théorème. Pour tout nombre entier n � 17, on a f (n) < eγ .

La démonstration du théorème est basée sur la structure des nombres σ ∗-colossalement abondants (σ ∗-c.a.) que
nous introduisons et étudions dans le paragraphe 2. Ces nombres sont similaires aux nombres colossalement abondants
[1,6] et [5].

2. Les nombres σ ∗-colossalement abondants (σ ∗-c.a.)

Lemme 2.1 (et définition). Pour tout ε > 0, il existe un unique nombre N = Nε qui dépend de ε tel que

σ(n)

nεσ ∗(n)
� σ(N)

Nεσ ∗(N)
pour n � N et

σ(n)

nεσ ∗(n)
<

σ(N)

Nεσ ∗(N)
pour n > N.

Ce nombre est appelé σ ∗-colossalement abondant associé à ε.

Démonstration. La limite, quand n → +∞, de la fonction σ(n)/(nεσ ∗(n)) étant nulle, alors elle atteint son maxi-
mum en un nombre fini de nombres entiers. N est alors le plus grand. �
Lemme 2.2 (et définition). Pour tout nombre entier α � 0 et tout nombre réel x > 1, on pose

G(x,α) = (
ln

(
1 + gα(x)

))
/ lnx où gα(x) = xα

/(
α∑

m=0

x2m

)
.

Par un simple calcul, on vérifie que pour tout nombre premier p et tout nombre entier α � 1, on a 1 + gα(p) =
(σ (pα+1)/σ ∗(pα+1))/(σ (pα)/σ ∗(pα)).

(1) Pour tout nombre entier α � 0 fixé, la fonction G(x,α) est continue, strictement décroissante de +∞ à 0 sur
l’intervalle ]1,+∞[.

(2) Pour tout x ∈ ]1,+∞[ fixé, G(x,α + 1) < G(x,α) pour tout α � 0.

Démonstration. (1) Pour tout nombre réél x > 1, on vérifie que g′
α(x) < 0 dans les deux cas α pair et α impair.

(2) Pour x ∈ ]1,+∞[ fixé et α un nombre entier α � 0, en écrivant convenablement l’expession gα(x) − gα+1(x)

on voit qu’elle est négative. �
Lemme 2.3 (et définition). Pour tout nombre réel ε > 0 et α un nombre entier, α � 1, l’équation G(x,α) = ε admet
une unique solution xα dans l’intervalle ]1,+∞[. On définit ainsi une suite (xα)α∈N∗ dans ]1,+∞[.

On pose x1 = x et alors
(1) La suite (xα)α∈N∗ est strictement décroissante.
(2) Pour tout α � 2 et x > 1 on a x1/α < xα <

√
2x.

(3) Pour tout α � 2 on a xα = (αx)1/α(1 − lnα
α lnx

+ (2α+(α+1) lnα) lnα

2α2(ln2 x)
+ o( 1

ln2 x
)).

(4) Pour x � e2, on a x2 >
√

2x(1 − ln 2
2 lnx

).

Démonstration. (1) La suite (xα)α∈N∗ est décroissante à cause de la décroissance de la fonction G(x,α).
(2) et (4) Analogues à celle des assertions (a) et (c) du lemme de la page 190 de [6].
(3) C’est une généralisation de la démonstration du Lemme 2 de [3] pages 74–77. �

Lemme 2.4. Soient ε > 0 et N = Nε le nombre σ ∗-c.a. défini dans le Lemme 2.1.
(1) Tout diviseur premier p de N , son exposant α est � 2.
(2) Pour tout diviseur premier p de N avec exposant α � 2 on a

(a) G(p,α) < ε � G(p,α − 1).
(b) xα < p � xα−1 où xα et xα−1 sont les termes d’indice α et α − 1 de la suite de la Définition 2.3.

(3) Pour tout ε > ε1 = G(2,1) = (ln(1 + 2/5))/ ln 2 = 0,4854268272 on a Nε = 1.

Lemme 2.5. Soient ε tel que 0 < ε � ε1, x = x1 le premier terme de la suite de la Définition 2.3, défini par G(x,1) = ε

et N = Nε le nombre σ ∗ − c.a. associé à ε.
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Tableau 1
Les 7 premiers f (N)

Valeurs de ε N = Nε f (N)

ε > ε1 = G(2,1) = 0,4854268272 1 indéfini
0,485426 . . . = ε1 = G(2,1) � ε > ε2 22 4,286139 . . .

0,251538 . . . = ε2 = G(2,2) � ε > ε3 23 2,276557 . . .

0,238814 . . . = ε3 = G(3,1) � ε > ε4 23 × 32 = 72 1,490989 . . .

0,129767 . . . = ε4 = G(2,3) � ε > ε5 24 × 32 1,478492 . . .

0,109285 . . . = ε5 = G(5,1) � ε > ε6 24 × 32 × 52 1,344175 . . .

0,085845 . . . = ε6 = G(3,2) � ε > ε7 24 × 33 × 52 1,393675 . . .

(1) Si p est un facteur premier de N , alors son exposant α vérifie α ∼ lnx
lnp

(x → +∞).
(2) Soit m le plus grand indice tel que xm � 2 > xm+1. Alors le nombre N a la structure suivante :

N =
∏

x2<p�x

p2 ×
∏

x3<p�x2

p3 × · · · ×
∏

xm+1<p�xm

pm+1
(

m ∼ lnx

ln 2

)
.

On dit aussi que N est associé à x et on le note aussi par N(x).

Lemme 2.6. On pose E = ⋃
p Ep où, pour tout nombre premier p, Ep = {G(p,α) où α � 1}. Pour tout ε > 0 il

n’y a qu’un nombre fini d’éléments de E supérieurs à ε. On range les éléments de E en une suite décroissante
ε1 = G(2,1) > ε2 > ε3 > · · · .

(1) Soient εi et εi+1 deux élements successifs de E. Alors ∀ε ∈ E, εi � ε > εi+1 on a Nε = Nεi
.

(2) L’ensemble des nombres σ ∗-colossalement abondants est

{1} ∪ {Nεi
tel que εi ∈ E} et on a 1 < Nε1 < Nε2 < Nε3 < · · · .

On a établi un programme en fortran par lequel on calcule les nombres σ ∗-c.a. dont le plus grand facteur premier
est au plus égal à 19 421. Dans le Tableau 1 on en trouve la liste des sept premiers nombres.

Lemme 2.7. (See [6] page 192.) Soient N et N ′ deux nombres σ ∗ − c.a. successifs tels que 3 � N < N ′.
Pour tout nombre entier n tel que N � n � N ′, on a f (n) � max(f (N), f (N ′)).

Démonstration. Les nombres N et N ′ étant successifs, alors il existe une seule valeur ε pour laquelle on a
σ(n)

nεσ ∗(n)
� σ(N ′)

(N ′)εσ ∗(N ′) = σ(N)
Nεσ ∗(N)

. Par suite f (n) � f (N) × ( n
N

)ε ln lnN
ln lnn

et f (n) � f (N ′) × ( n
N ′ )ε ln lnN ′

ln lnn
. Alors pour

que f (n) � max(f (N),f (N ′)) il suffit que ( n
N

)ε ln lnN
ln lnn

� 1 ou ( n
N ′ )ε ln lnN ′

ln lnn
. Or les dernière inégalités sont équiva-

lentes aux inégalités h(lnn) � h(lnN) ou h(lnn) � h(lnN ′) où h(x) = εx − ln lnx qui, à leur tour sont vraies car
1 < lnN � lnn � lnN ′ et la fonction h(x) est convexe pour x > 1. �
3. Démonstration du théorème

Soit N = Nε = N(x) le nombre σ ∗-c.a. associé ε = G(x,1). La structure de N implique

f (N) =
∏
p�x

(
1 − 1

p

)−1 m∏
α=1

{ ∏
xα+1<p�xα

((
1 − 1

pα+2

)(
1 + 1

pα+1

)−1)}(
ln(lnN)

)−1
. (1)

Nous estimons chaque facteur de la formule (1). On a

∏(
1 − 1

p

)−1

= eγ (lnx)

(
1 + O

(
1

ln2 x

))
([7] page 70). (2)
p�x
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Le théorème des nombres premiers (π(x) = O( x
lnx

)) où π(x) = le nombre des nombres premiers p � x et la formule
sommatoire d’Abel ([2] page 11) nous permettent de montrer facilement que

∑
p>x

1
pα = O( 1

x lnx
) (α � 2). Alors par

application du Lemme 2.3, on obtient
m∏

α=1

{ ∏
xα+1<p�xα

((
1 − 1

pα+2

)(
1 + 1

pα+1

)−1)}
= 1 + O

(
1

x lnx

)
. (3)

Pour évaluer ln(lnN), on écrit lnN = 2θ(x)+ θ(x2)+· · ·+ θ(xm) où θ(x) est la fonction sommatoire de Chebycheff
définie par θ(x) = ∑

p�x lnp. On applique le théorème des nombres premiers (θ(x) = x + O( x
lnx

)) et l’assertion (3)
du Lemme 2.3, on obtient(

ln(lnN)
) = (lnx)

(
1 + ln 2

lnx
+ O

(
1

ln2 x

))
. (4)

Les formules (1)–(3) et (4) impliquent

f (N) = eγ

(
1 − ln 2

lnx
+ O

(
1

ln2 x

))
−→
< eγ (x → +∞). (5)

Le Lemme 2.7 et la formule (5) montrent que lim supf (n) = eγ et que f (n) < eγ pour n assez grand. De la formule
(1) vient f (N) < (ln(lnN))−1 ∏

p�x(1 − 1
p
)−1. On a aussi

∏
p�x

(
1 − 1

p

)−1

� eγ logx

(
1 + 0.2

log2 x

)
pour x � 104 ([6] page 205)

ce qui implique

f (N) < eγ lnx

(
1 + 0.2

log2 x

)
(ln lnN)−1 pour x � 104. (6)

Minoration de ln(lnN). On a lnN = (2θ(x) + ∑m
i=2 θ(xi)) > 2θ(x), avec θ(x) > x(1 − 1

8 lnx
) > 0 pour x � 19 421

([8] page 359) d’où il vient ln(θ(x)) > lnx + ln(1 − 1
8 lnx

) > lnx − 0,012740181 (x � 19421). Par suite

ln(lnN) > ln 2 + ln
(
θ(x)

)
> (lnx)

(
1 + 0,681

lnx

)
pour x � 19421. (7)

Les formules (6), (7) impliquent alors f (N) < eγ (1 + 0,2
log2 x

)(1 + 0,681
lnx

)−1 < eγ pour x � 19 421. On note par N0 =
N(19 421) = le nombre σ ∗-c.a. associé à x = 19 421. Le Lemme 2.7 implique alorsσ(n)/σ ∗(n) < eγ (ln lnn) pour
n � N0. Ensuite on a calculé tous les nombres σ ∗-c.a. N tels que 1 < N � N0 (2283 nombres) et on a constaté que
f (N) < eγ pour N � 72 ce qui permet de conclure pour n � 72 ensuite on a terminé le calcul pour 2 � n � 71.

Remarques.
1. Le nombre N0 est donné par

N0 = 218 × 311 × 58 × 76 × 115 × 135 × (17 × · · · × 37)4 ×
∏

41�p�191

p3 ×
∏

193�p�19421

p2.

2. Les nombres entiers n tels que f (n) > eγ sont n = 3, 4, 5, 8, 16.
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