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Résumé

Dans cette Note on considère l’estimation et le test du rang de cointégration d’un modèle vectoriel à correction d’erreur avec
erreurs dépendantes mais non corrélées. Nous montrons la convergence de l’estimateur du quasi-maximum de vraisemblance et la
validité asymptotique du test du rapport de vraisemblance dans un cadre où les termes d’erreur peuvent présenter de l’hétéroscé-
dasticité ou d’autres formes de dépendance. Pour citer cet article : H. Raïssi, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 346 (2008).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Testing the co-integrating rank with the likelihood ratio test under dependent errors assumption. In this Note we consider
the estimation and the test of the co-integration rank of multiple autoregressive time series model with nonindependent innova-
tions. We show the consistency of the estimators and the validity of the likelihood ratio test in the presence of error terms with
heteroscedasticity or other forms of dependence. To cite this article: H. Raïssi, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 346 (2008).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Le test du rapport de vraisemblance (LR) a été développé par Johansen [2] dans le cadre des modèles vectoriels à
correction d’erreur pour déterminer le nombre de relations de cointégration indépendantes dans une série temporelle
multivariée, sous l’hypothèse de termes d’erreurs indépendants et gaussiens. Rahbek, Hansen et Dennis [4] ont étudié
l’effet de la présence d’innovations ARCH, donc présentant la propriété de différence de martingales, sur le test LR.
Cependant la littérature récente a mis en évidence de nombreux types de bruits faibles qui ne sont pas des différences
de martingales. Ainsi l’objectif principal de cette note est d’étudier la validité du test LR sous l’hypothèse de termes
d’erreur seulement non corrélés.

2. Caractérisation du modèle et estimation des paramètres

Soit le modèle à correction d’erreur avec tendance suivant :

Adresse e-mail : hamdi.raissi@univ-lille3.fr.
1631-073X/$ – see front matter © 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2007.11.021



94 H. Raïssi / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 346 (2008) 93–96
�Xt := Xt − Xt−1 = ν0 + α0
(
β ′

0Xt−1 − τ0(t − 1)
) +

p−1∑
i=1

Γ0i�Xt−i + εt , (1)

où (Xt ) et (εt ) sont des processus à valeurs dans R
d avec var(εt ) = Σε où Σε est définie positive. En général (εt ) est

supposé i.i.d. gaussien. Les matrices des paramètres de court terme Γ0i , i ∈ {1, . . . , p − 1}, sont de dimension d × d .
Les matrices α0 et β0 sont des matrices de plein rang de dimension d × r0 si 0 < r0 < d . Dans le cas où r0 = 0,
le modèle considéré est un modèle VAR (Vectoriel Autorégressif) pour le processus (�Xt). Les vecteurs ν0, de
dimension d , et τ0, de dimension r0, sont les paramètres de la tendance déterministe. Sous les conditions du théorème
de représentation de Granger, le processus (Xt ) est intégré d’ordre un, I (1), c’est-à-dire que pour tout t ∈ Z+ on a

�Xt − E(�Xt) =
∞∑
i=0

ϕ0iεt−i ,

où les matrices ϕ0i sont telles que ϕ(z) = ∑∞
i=0 ϕ0iz

i est convergent pour |z| � 1 + δ avec δ > 0 quelconque. De
plus β ′∗

0 Z1t − E(β ′∗
0 Z1t ) est stationnaire avec β∗

0 = (β ′
0, τ0)

′ et Z1t = (X′
t−1,−t + 1)′. Le rang de cointégration r0

correspond à la dimension du processus β ′∗
0 Z1t − E(β ′∗

0 Z1t ). Ainsi dans cette Note nous allons tester l’hypothèse

H0 : r0 = r contre H1 : r0 > r

pour un rang r donné.
Considérons l’hypothèse suivante qui est moins restrictive que l’hypothèse usuelle de termes d’erreurs i.i.d. gaus-

siens :

A1 : Le processus (εt ) est strictement stationnaire centré et tel que Cov(εt , εt−h) = 0 pour tout t ∈ Z.

Notons que les résultats du théorème de représentation de Granger restent valides sous A1. Des processus vérifiant A1
sont appelés bruits faibles. Des exemples de bruits faibles ont été étudiés par Francq, Roy et Zakoïan [1] entre autres
références. Il est intéressant de remarquer que l’interprétation de certains événements peut changer quand l’hypothèse
de bruit blanc gaussien i.i.d. est remplacée par A1. Ainsi considérons la projection Pα sur l’espace engendré par les
colonnes de α0 et la projection Pα⊥ sur l’espace orthogonal à l’espace engendré par les colonnes de α0. Les chocs
permanents Pα⊥εt et les chocs transitoires Pαεt ne sont plus indépendants quand le processus (εt ) n’est plus gaussien.

Pour l’estimation des paramètres, on utilisera la méthode du quasi-maximum de vraisemblance. On considère les
observations X1, . . . ,XT . Afin d’exprimer les estimateurs, nous avons besoin des notations suivantes. Soit Z0t = �Xt

et Z2t = (�X′
t−1, . . . ,�X′

t−p+1,1)′, on définit les matrices Mij = T −1 ∑T
t=1 ZitZ

′
j t avec i, j ∈ {0,1}. On pose

Rit = Zit − Mi2M
−1
22 Z2t et Sij = T −1

T∑
t=1

RitR
′
j t , i, j ∈ {0,1}.

Nous allons aussi utiliser des vecteurs propres v̂1, . . . , v̂d+1 et les valeurs propres correspondantes λ̂1 � · · · > λ̂d+1 =
0 de la matrice S

− 1
2

11 S10S
−1
00 S01S

− 1
2

11 . Sous l’hypothèse H0, en considérant des arguments similaires de ceux de Jo-

hansen [2], on obtient l’estimateur β̂∗ = (β̂ ′, τ̂ )′ = S
− 1

2
11 (v̂1, . . . , v̂r ). Pour tester la validité de l’hypothèse H0, nous

utilisons le test LR, basé sur la statistique suivante :

Qr = −T

d∑
i=r+1

log(1 − λ̂i ).

Enfin les estimateurs de ν0, α0 et Γ0i , i ∈ {1, . . . , p−1} peuvent être obtenus par la méthode classique des moindres
carrés. En effet, en définissant ξt−1(β

∗) = (1, (β ′∗Z1t )
′,Z′

2t )
′ et θ0 = (ν0, α0,Γ01, . . . ,Γ0p−1) où Xt = 0 pour t � 0,

l’équation (1) devient

Z0t = θ0ξt−1(β
∗) + εt . (2)
0
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Ainsi, en utilisant (2), on peut exprimer l’estimateur des moindres carrés de θ0

θ̂ (β∗
0 ) = Σ̂X(β∗

0 )
{
Σ̂ξ (β

∗
0 )

}−1
,

où

Σ̂X(β∗
0 ) = T −1

T∑
t=1

Z0t ξt−1(β
∗
0 )′ et Σ̂ξ (β

∗
0 ) = T −1

T∑
t=1

ξt−1(β
∗
0 )ξt−1(β

∗
0 )′.

Notons que θ̂ (β∗
0 ) n’est pas un estimateur calculable puisque β∗

0 n’est pas connu. Ainsi on obtient θ̂ = θ̂ (β̂∗). Le
comportement asymptotique de la statistique du rapport de vraisemblance et des estimateurs est étudié dans la section
suivante.

3. Résultats asymptotiques

Afin d’énoncer les résultats de cette Note, nous avons besoin de contrôler la dépendance dans le temps du processus
(εt ) en utilisant les coefficients de mélange fort de (εt ) que l’on note {αε(h)} avec h ∈ Z+. De plus nous définissons
‖εt‖r = (E‖εt‖r )1/r où ‖εt‖ est la norme euclidienne. Ainsi on considère l’hypothèse suivante :

A2 : Il existe ν > 0 tel que ‖εt‖4+2ν < ∞ et
∑∞

h=0{αε(h)}ν/(2+ν) < ∞.

La proposition ci-dessous nous donne le comportement asymptotique de la statistique du test LR :

Proposition 1. Sous les hypothèses A1 et A2 on a

Qr0 ⇒ tr

{[ 1∫
0

F(dB)′
]′[ 1∫

0

FF ′ du

]−1[ 1∫
0

F(dB)′
]}

, (3)

où B est un mouvement Brownien standard de dimension d − r0 et les composantes Fi de F sont données par

Fi(u) = Bi(u) − B̄i , i = 1, . . . , d − r0, Fd−r0+1(u) = u − 1

2
et B̄i =

1∫
0

Bi(u)du.

On trouve le même résultat dans Johansen [3] dans le cas où le processus des innovations est i.i.d. gaussien, et
dans Rahbek et al. [4] dans le cas où (εt ) est une différence de martingales. Ainsi, il n’est pas nécessaire de calculer
de nouvelles valeurs critiques dans notre cas. Le praticien peut tester le rang de cointégration du processus (Xt ) pour
une large classe de type d’erreur en rejetant H0 si Qr > cδ où cδ est un quantile d’ordre 1 − δ de la distribution
(3). La pratique usuelle consiste à effectuer le test pour r = 0,1,2, . . . , d − 1 jusqu’a ce que l’on obtienne Qr < cδ .
Cependant des résultats d’expériences de Monte Carlo que nous avons effectuées dans Raïssi [5] montrent que le
comportement à distance finie de la statistique LR peut être différent selon la nature du bruit simulé.

Dans la suite de cette Note, on suppose que le rang de cointégration a été correctement identifié dans l’étape
précédente. Notons que les matrices β0, α0 et le vecteur τ0 ne sont pas identifiés dans (1). En effet, considérons des
paramètres α01, β01 et τ01. Puisque les matrices α01 et β01 sont supposées être de plein rang, on peut prendre une
matrice ζ de dimension r0 × r0 telle que β02 = β01ζ , α02 = α01(ζ

′)−1 et τ02 = ζ ′τ01 vérifient α01β
′
01 = α02β

′
02 et

α01τ01 = α02τ02. Nous utilisons la normalisation suivante

β̂∗
c = (β̂ ′

c, τ̂
′
c)

′ = (
β̂(c′β̂)−1, (β̂ ′c)−1τ̂

)
et β∗

0c = (β ′
c, τ

′
c)

′ = (
β0(c

′β0)
−1, (β ′

0c)
−1τ0

)
,

où c est une matrice telle que c′β0 et c′β̂ soient de plein rang. De plus on prend α0c = α0β
′
0c. Des calculs simples que

nous menons dans Raïssi [5] montrent que β01c = β02c , ce qui nous assure l’identifiabilité des paramètres.
La proposition suivante nous donne le comportement asymptotique des estimateurs obtenus dans la section précé-

dente :
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Proposition 2. Sous les hypothèses A1 et A2 on a β̂c = β0c + Op(T −1) et τ̂c = τ0c + Op(T − 3
2 ). De plus on a

T
1
2 vec(θ̂ − θ0) ⇒N (0,Σθ ), (4)

où

Σθ =
∞∑

h=−∞
E

{
Σξ(β

∗
0c)

−1ξt−1(β
∗
0c)ξ

′
t−h−1(β

∗
0c)Σξ (β

∗
0c)

−1 ⊗ εt ε
′
t−h

}
et

Σξ(β
∗
0c) = E

(
ξt−1(β

∗
0c)ξt−1(β

∗
0c)

′).
Notons que la loi asymptotique obtenue en (4) dans le cas faible est différente de la loi asymptotique obtenue dans

le cas i.i.d. En effet dans le cas où (εt ) est i.i.d. on trouve Σθ = Σξ(β
∗
0c)

−1 ⊗ Σε .
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