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Résumé

Nous proposons un critère de choix optimal pour la fenêtre d’ajustement utilisée pour l’estimation polynomiale locale de la
fonction de répartition conditionnelle. Ce critère est basé sur la minimisation de l’expression asymptotique de l’erreur quadratique
moyenne intégrée pondérée. Pour citer cet article : S. Ferrigno, G.R. Ducharme, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 346 (2008).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

An optimal choice for the bandwidth parameter in local polynomial estimation of the conditional distribution function.
We propose an optimal choice for the bandwidth parameter used in the local polynomial estimation of the conditional distribution
function. This choice is approximated by the bandwidth which minimizes the asymptotic weighted mean integrated squared error
(MISE). To cite this article: S. Ferrigno, G.R. Ducharme, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 346 (2008).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

La fenêtre d’ajustement est un paramètre crucial en estimation non paramétrique puisqu’elle détermine le degré
de lissage de l’estimateur et donc en particulier sa complexité. Une importante littérature a été consacrée au choix de
cette fenêtre. Dans un contexte d’ajustement polynomial local de la fonction de régression, Doksum et al. [1], Hall
et al. [5], Prewitt [7] mais aussi Fan et Gijbels [2] ont proposé des critères de choix pour cette fenêtre. Nous nous
intéressons ici au choix de fenêtre dans un contexte d’estimation polynomiale locale de la fonction de répartition
conditionnelle, cette dernière étant par exemple utilisée d’un point de vue pratique pour l’estimation des courbes de
référence dans le domaine médical (voir Gannoun et al. [4]).
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2. Estimateur polynomial local de la fonction de répartition conditionnelle

Dénotons par F(y|x) = P(Y � y|X = x), la fonction de répartition conditionnelle de Y sachant {X = x}. Consi-
dérons K(·), un noyau positif et h = h(n), une largeur de fenêtre. Soit

(β̂0, . . . , β̂p) = arg min
β0,...,βp

n∑
i=1

[
I{Yi�y} −

p∑
ν=0

βν(Xi − x)ν

]2

K

(
Xi − x

h

)
.

β̂0 est un estimateur de F(y|x) que l’on dénotera F̂n(y|x). Cet estimateur n’est pas nécessairement une fonc-
tion de répartition et on peut parfois préférer une projection dans cet espace. Si on pose Xn×(p+1) = ((Xi −
x)j )1�i�n, 0�j�p et Pn×n = diag(K(

Xi−x
h

)), on obtient : F̂n(y|x) = ∑n
i=1 Wn(

Xi−x
h

)I{Yi�y}, avec Wn(t) =
eT

0 (XT PX)−1(1, ht, . . . , (ht)p)T K(t) où eT
0 = (1,0, . . . ,0). Dans la suite, on utilise p impair. Les autres hypothèses

considérées sont les suivantes :

(H.1) Le noyau K(·) est une densité de probabilité à support compact [−1,1], symétrique autour de 0, bornée et de
dérivée bornée.

(H.2) La variable aléatoire X a le support compact [c, d].
(H.3) La densité marginale f (·) de X satisfait 0 < m < f (·) < ∞ pour tout x ∈ [c, d]. Elle est aussi de dérivée

continue et bornée dans un voisinage de tout x ∈ ]c, d[.
(H.4) Pour tout x ∈ [c, d], F(y|x) est continûment dérivable en y.
(H.5) Pour tout y ∈ R, F(y|x) est p + 2 fois continûment dérivable en x dans un voisinage V (x) de chacun des

points de ]c, d[. De plus, pour tout u ∈ V (x) avec x ∈ ]c, d[,
sup

u∈V (x)

sup
y∈R

∣∣F (p+2)(y|u)
∣∣ � M.

(H.6) On suppose que h → 0, nh → ∞ et
√

logn√
nh3

→ 0.

Le noyau Wn(·) est difficile à manipuler mathématiquement. On en donne une approximation plus stable.
Soit K�(t) = eT

0 S−1(1, t, . . . , tp)T K(t) où S(p+1)×(p+1) est la matrice dont les éléments sont les (
∫ 1
−1 ui+j ×

K(u)du)0�i,j�p .

Lemme 2.1. Soit [a, b] ⊂ ]c, d[. Alors, sous les hypothèses (H.1)–(H.3) et (H.6), on a presque sûrement :

sup
t∈[−1,1]

sup
x∈[a,b]

∣∣∣∣nhWn(t) − K�(t)

f (x)

∣∣∣∣ = O(h).

Preuve. Ce résultat est une amélioration du Lemme 2.1 de Huang et Fan [6]. On le démontre en étant soigneux dans
la gestion des restes (voir Ferrigno et Ducharme [3]). �

Dans la suite, l’utilisation du Lemme 2.1 nous amène à travailler avec x ∈ [a, b] ⊂ ]c, d[.
3. Choix de fenêtre

La fenêtre d’ajustement h contrôle la largeur du voisinage considéré autour de x lors de l’ajustement polynomial.
Une fenêtre trop petite reproduit presque intégralement les données et est donc très variable. Dans le cas de la fonction
de répartition conditionnelle, avec p = 1, quand h → 0, l’estimateur linéaire local de F(y|x) pour y fixe est proche
d’une interpolation des données (I{Yi�y},Xi) alors que pour x fixe, F̂n(y|x) = 0 si Xi �= x et vaut I{Yi�y} si Xi = x.
A contrario, un choix du paramètre de lissage trop grand entraîne une augmentation du biais de l’estimateur. Le but
est donc de choisir une fenêtre qui équilibre le biais et la variance de l’estimateur. A l’instar de Fan et Gijbels [2], on
considère ici l’erreur quadratique moyenne intégrée (MISE) pondérée définie par :

b∫ ∫ [[
BiaisF

(
F̂n(y|x)

)]2 + VarF
(
F̂n(y|x)

)]
π(x, y)F (dy|x)dx,
a R
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où π(x, y) est une fonction de poids supposée positive et bornée. Une fenêtre optimale est alors obtenue en minimisant
l’expression asymptotique de cette fonction.

Calculons d’abord BiaisF (F̂n(y|x)|X1, . . . ,Xn). Comme
∑n

i=1(Xi − x)kWn(
Xi−x

h
) = 0 pour tout 0 < k � p,

EF

(
F̂n(y|x)|X1, . . . ,Xn

) =
n∑

i=1

Wn

(
Xi − x

h

)
F(y|Xi).

De plus, par un développement de Taylor d’ordre p + 2 de F(y|Xi), ∃x∗
i ∈ (Xi, x) tel que :

BiaisF

(
F̂n(y|x)|X1, . . . ,Xn

) = Qxy + Rxy,

où

Qxy = F (p+1)(y|x)

(p + 1)!
n∑

i=1

Wn

(
Xi − x

h

)
(Xi − x)p+1 et Rxy =

n∑
i=1

Wn

(
Xi − x

h

)
(Xi − x)p+2 F (p+2)(y|x∗

i )

(p + 2)! .

Par le Lemme 2.1 et en posant γi,j = ∫ 1
−1 ui+jK�(u)du,

Qxy = hp+1γp+1
F (p+1)(y|x)

(p + 1)! + op(hp+1),

et Rxy = Op(hp+2) de sorte que, uniformément pour y ∈ R et x ∈ [a, b],

BiaisF

(
F̂n(y|x)|X1, . . . ,Xn

) = F (p+1)(y|x)

(p + 1)! hp+1γp+1 + op(hp+1).

Le terme dominant de ce biais conditionnel est indépendant des Xi ce qui permet de l’utiliser directement pour
approximer l’expression asymptotique de la MISE. Maintenant, si on pose H = diag(1, . . . , hp), on a aussi

VarF
(
F̂n(y|x)|X1, . . . ,Xn

) = 1

nh
eT

0 S−1
n (x)S�

n(x, y)S−1
n (x)e0,

où Sn(x) = H−1( 1
nh

XT PX)H−1 et où S�
n(x, y) est la matrice dont l’élément (i, j)1�i,j�p+1 est S�

n(x, y)i,j =
1
nh

∑n
i=1 K2(

Xi−x
h

)(
Xi−x

h
)i+j−2[F(y|Xi)(1 − F(y|Xi))]. De plus,

S−1
n (x) = f −1(x)S−1 + op(1),

et

S�
n(x, y) = f (x)F (y|x)

(
1 − F(y|x)

)
S� + op(1),

où S� est la matrice dont les éléments sont les (
∫ 1
−1 ui+jK2(u) du)0�i,j�p . Ainsi,

VarF
(
F̂n(y|x)|X1, . . . ,Xn

) =
[
F(y|x)(1 − F(y|x))

nhf (x)

]
K�(2)

(0) + op

(
1

nh

)
,

puisque eT
0 S−1S�S−1 = K�(2)

(0), la convolution du noyau K�(·) par lui-même. Comme pour le calcul du biais, le
terme dominant de cette variance conditionnelle est indépendant des Xi ce qui permet de l’utiliser pour approximer
l’expression asymptotique de la MISE. En injectant ces termes dominants dans l’expression de la MISE pondérée, on
est amené à considérer la valeur de h qui minimise :

b∫
a

∫
R

[
γ 2
p,1

[
F (p+1)(y|x)

(p + 1)!
]2

h2(p+1) + K�(2)

(0)

[
F(y|x)(1 − F(y|x))

nhf (x)

]]
π(x, y)F (dy|x)dx.

Quelques manipulations algébriques montrent que :

hopt = Cp(K)

[∫ b

a

∫
R
[F(y|x)(1−F(y|x))

f (x)
]π(x, y)F (dy|x)dx∫ b∫ [F (p+1)(y|x)]2π(x, y)F (dy|x)dx

] 1
2p+3

n
− 1

2p+3 ,
a R
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où Cp(K) = [ (p+1)!K�(2)
(0)

2(p+1)γ 2
p,1

] 1
2p+3 . Cette fenêtre optimale (Fan et Gijbels [2], Prewitt [7]) n’est pas directement utili-

sable en pratique en raison des paramètres inconnus dont elle dépend. f (·) peut être estimée par noyau classique.
Les autres termes peuvent l’être via un estimateur pilote issu d’une autre régression polynomiale locale d’ordre
q � p + 1 puisque β̂0 et β̂p+1 estiment F(y|x) et F (p+1)(y|x) (sous des conditions de régularité adaptées). Pour
obtenir cet estimateur pilote, il est nécessaire de préciser une fenêtre h*. Heureusement, pour bon nombre de cas
importants, ce choix peut être fait sans user d’un soin extrême car le terme entre crochets s’avère assez stable. Par
exemple si p = 1, a = 0, b = 1, π(x, y) = π(x) intégrant à 1, et dans le cas important de la régression lineaire où

F(y|x) = F((y − α0 − α1x)/σ ), le terme entre crochets à la puissance 1/5 varie de 1.4(dσ 4/α4
1)

1
5 pour la loi Nor-

male à 1.6(dσ 4/α4
1)

1
5 pour la Cauchy, où d = ∫ 1

0 π(x)f −1(x)dx. Des résultats similaires tiennent pour le cas de la
régression polynomiale.
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