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Résumé

Soit Mn la matrice n!×n!, indexée par les permutations de Sn, et définie par Mn(σ, τ ) = 1 si toute descente de τ−1 est aussi une
descente de σ , et Mn(σ, τ ) = 0 sinon. Nous démontrons le résultat suivant, conjecturé par P. Dehornoy : soit Pn(x) le polynôme
caractéristique de Mn. Alors, Pn(x) divise Pn+1(x) dans Z[x]. Pour citer cet article : F. Hivert et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I
346 (2008).
© 2008 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

On a conjecture by Dehornoy. Let Mn be the n! × n! matrix indexed by permutations of Sn, defined by Mn(σ, τ ) = 1 if every
descent of τ−1 is also a descent of σ , and Mn(σ, τ ) = 0 otherwise. We prove the following result, conjectured by P. Dehornoy: let
Pn(x) be the characteristic polynomial of Mn. Then, Pn(x) divides Pn+1(x) in Z[x]. To cite this article: F. Hivert et al., C. R.
Acad. Sci. Paris, Ser. I 346 (2008).
© 2008 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

On note Sn le groupe symétrique sur n éléments. Rappelons qu’une descente d’une permutation σ de Sn est un
entier i tel que σ(i) > σ(i + 1). Un recul de σ est une descente de son inverse σ−1. On note Des(σ ) et Rec(σ ) les
ensembles de descentes et de reculs de σ . On identifiera la permutation σ au mot σ(1) · · ·σ(n).

Rappelons que toute permutation peut s’intepréter comme une tresse simple. Une suite finie (σi)i=1,...,l de tresses
simples, ou encore de permutations, est dite normale si et seulement si pour tout i < l on a

Rec(σi+1) ⊂ Des(σi). (1)

Pour compter le nombre de suite normales de longueur n et en particulier, avoir une idée du comportement asymp-
totique de ce nombre quand n → ∞, Dehornoy [3,4] introduit la matrice d’adjacence du graphe dont les chemins
correspondent aux suites normales : Mn est de dimension n! × n!, avec

Mn(σ, τ) :=
{

1 si Rec(τ ) ⊂ Des(σ ),

0 sinon.
(2)
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On veut montrer la conjecture suivante [3] :

Conjecture 1.1. Le polynôme caractéristique Pn(x) de Mn divise Pn+1(x) dans Z[x].

Pour cela, nous allons interpréter la suite de matrices (Mn) comme un endomorphisme Φ de l’algèbre de Hopf
FQSym des « fonctions quasi-symétriques libres », et exhiber une dérivation δ qui commute avec Φ .

2. Interprétation dans les fonctions quasi-symétriques libres

Rappelons que FQSym est la C-algèbre associative graduée [5], dont une base en degré n est formée par des
éléments Fσ , σ ∈ Sn, qui se multiplient par « mélange décalé », c’est-à-dire, pour α ∈ Sk et β ∈ Sl ,

FαFβ =
∑

γ∈α β[k]
Fγ (3)

où β[k] désigne le mot dont la ième lettre est β(i) + k, et le produit de mélange (ou battage) usuel. Le produit de
mélange est lui même défini récursivement par au bv = a(u bv) + b(au v), pour a et b des lettres, et u, v des
mots, le mot vide étant neutre. Il existe un coproduit qui munit FQSym d’une structure d’algèbre de Hopf graduée
connexe.

Soit Φn l’endomorphisme de FQSymn défini par

Φ(Fσ ) =
∑

Rec(τ )⊆Des(σ )

Fτ . (4)

La matrice de Φn dans la base F est la transposée de Mn et la somme directe Φ = ⊕
n Φn est un endomorphisme de

degré 0 de FQSym.

Proposition 2.1. Supposons qu’il existe une dérivation ∂ , surjective, de degré −1, vérifiant

∂ ◦ Φ = Φ ◦ ∂. (5)

Alors, la Conjecture 1.1 est vraie.

Démonstration. Soit K = ker(∂) en degré n et L un supplémentaire de K dans FQSymn, de sorte que FQSymn =
K ⊕ L. L’endomorphisme Φn laisse K stable car ∂(Φn(x)) = Φn−1(∂(x)) et donc ∂(x) = 0 entraîne ∂(Φn(x)) = 0.
Donc, sur la décomposition FQSymn = K ⊕ L, la matrice est triangulaire par blocs :(

A B

0 C

)
(6)

et ainsi, le polynôme caractéristique de Φn est le produit de ceux de A et C, où A est la matrice de la restriction de
Φn à K et C la matrice de Φn sur le quotient FQSymn/K . Puisque ∂ est surjective, elle induit un isomorphisme entre
les espaces FQSymn/K et FQSymn−1, d’où le résultat. De plus, on peut vérifier que la divisibilité a bien lieu dans
Z[x], car il est facile de calculer explicitement le coefficient du terme de plus bas degré de Pn. �
3. Construction de la dérivation équivariante

Le problème se transporte à diverses algèbres de Hopf combinatoires à travers une chaîne de morphismes naturels.
Au bout de cette chaîne, on trouve les fonctions symétriques, où la réponse est relativement facile à deviner. On peut
ensuite remonter naturellement (mais non canoniquement) la dérivation le long de la chaîne. On obtient ainsi une
dérivation que nous allons maintenant décrire.

Soit σ un élément de Sn et i un entier. On note σ ′ le mot (n + 1) · σ · 0. Soit ui (resp. vi ) la lettre qui précède
(resp. suit) la lettre i dans σ ′ pour i dans l’intervalle [1, n]. On note alors

sgni (σ ) :=
{+1 si ui < i < vi,

−1 si ui > i > vi, (7)

0 sinon.
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et deli (σ ) le standardisé du mot, c’est-à-dire la permutation ayant les inversions aux mêmes places que ce mot, obtenu
en supprimant i de σ . Soit ∂ l’application linéaire définie par

∂iFσ := sgni (σ )Fdeli (σ ) et ∂ :=
n∑

i=1

∂i . (8)

Par exemple, ∂F51342 = −F1342 + F4132 − F4123.

Lemme 3.1. Soient σ ∈ Sn et τ ∈ Sm. Pour tout i ∈ [1, n], on a

∂i(Fσ Fμ) = ∂i(Fσ )Fμ. (9)

Pour tout i ∈ [n + 1, n + m], on a

∂i(Fσ Fμ) = Fσ ∂i−n(Fμ). (10)

Démonstration. On reprend les notations utilisées pour définir sgn. Soit i ∈ [1, n]. On va considérer l’ensemble X

des mots w du mélange décalé de σ et τ tels que sgni (w) 
= 0.

– Si ui < i < vi , X est l’ensemble des mots du mélange décalé de la forme

· · ·uiiBvi · · · (11)

où B ne contient que des lettres de τ [n]. En particulier, tous ces mots ont pour image 1 par sgni , et comme leurs
images par deli est l’ensemble des permutations apparaissant dans Fdeli (σ )Fτ , on conclut la démonstration dans
ce cas.

– Si ui > i > vi , X est l’ensemble des mots du mélange décalé de la forme

· · ·uiBivi · · · (12)

où B ne contient que des lettres de τ [n]. On conclut donc comme dans le premier cas.
– Si ui > i < vi , X est égal à l’ensemble vide, de sorte que

∂i(Fσ Fμ) = 0 = ∂i(Fσ )Fμ. (13)

– Enfin, si ui < i > vi , X contient les mots du mélange décalé de la forme

· · ·uiiBvi · · · et · · ·uiBivi · · · (14)

L’image par sgni du premier (resp. second) ensemble est 1 (resp. −1). Comme ils ont même image par application
de deli , les paires d’éléments ayant même ensemble B apportent une contribution nulle à ∂i(Fσ Fμ), de sorte que

∂i(Fσ Fμ) = 0 = ∂i(Fσ )Fμ. (15)

La seconde équation se montre de même. �
Les équations (8) à (10) entraînent en particulier :

Proposition 3.2. L’application ∂ est une dérivation de FQSym : ∂(Fσ Fμ) = ∂Fσ · Fμ + Fσ · ∂Fμ.

Cette propriété permet maintenant d’obtenir sans difficulté le résultat principal :

Théorème 3.3. Les endomorphismes Φ et ∂ commutent.

Démonstration. Rappelons que si D = {d1 < · · · < dk} est l’ensemble des descentes d’une permutation σ ∈ Sn, on
peut coder D par la suite d’entiers I = (d2 − d1, . . . , dk − dk−1, n − dk) appelée composition des descentes de σ et
notée I = C(σ ). Notons alors

SI :=
∑

Fτ , (16)

Rec(τ )⊆Des(σ )
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où I = C(σ ) = (i1, . . . , ik). Il est bien connu (cf. [5]) que SI = F12..i1F12..i2 · · ·F12..ik . Comme ∂ est une dérivation,
on en déduit que

∂
(
Φ(Fσ )

) =
∑
I ′

CI ′
I SI ′

, (17)

où l’ensemble des I ′ s’obtient en retranchant 1 successivement à chaque part i de I et où CI ′
I est égal à la valeur de

cette part moins deux. On vérifie immédiatement que Φ(∂(Fσ )) est égal à la même somme. �
Finalement, ∂ est surjective, car les images des Fσ telles que σ(1) = n sont linéairement indépendantes, comme le

montre un simple argument de triangularité par rapport à l’ordre lexicographique. On déduit donc la Conjecture 1.1
de la Proposition 2.1.

4. Remarques

Les applications Φ et ∂ descendent à divers quotients et sous-algèbres de FQSym, en particulier aux fonctions
symétriques non-commutatives, aux fonctions quasi-symétriques et aux fonctions symétriques ordinaires. Il est inté-
ressant d’observer que si on identifie Φ à un élément de FQSym ⊗ FQSym∗, il s’écrit

Φ =
∑

Des(τ )⊆Des(σ )

Fσ ⊗ Fτ−1 =
∑
I

RI ⊗ SJ = J0(A,B)−1 (18)

où J0 est la fonction de Bessel non-commutative introduite dans [6], généralisant la fonction de Bessel usuelle et
proposant un relèvement non-commutatif des identités de [1,2]. La commutation de ∂ et de Φ équivaut à une équation
fonctionnelle intéressante pour Φ−1.
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