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Résumé

Nous étudions une classe de systèmes de Boussinesq dont le second membre de l’équation de conservation de la quantité de
mouvement est une force de gravité qui dépend de la température. Pour citer cet article : A. Attaoui, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I
346 (2008).
© 2008 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Existence of solutions for a class of nonlinear Boussinesq systems. We give a few existence results of solutions for a class
of Boussinesq systems, with suitable conditions on the right-hand side of the momentum equation, the forcing term depending on
temperature. To cite this article: A. Attaoui, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 346 (2008).
© 2008 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

We consider a class of nonlinear Boussinesq systems of the type:

ut + (u · ∇)u − 2 div(μ(θ)Du) + ∇p = F(θ) in Q, (1)

b(θ)t + u · ∇b(θ) − �θ = 2μ(θ)|Du|2in Q, (2)

with divu = 0 in Q, u = 0 and θ = 0 on ΣT , u(t = 0) = u0 and b(θ)(t = 0) = b(θ0) in Ω , where Ω is an open,
Lipschitz and bounded subset of R

N (N = 2 or N = 3), with boundary ∂Ω , T > 0, Q = Ω × (0, T ) and ΣT = ∂Ω ×
(0, T ). The unknowns are the displacement field u :Ω × (0, T ) → R

N and the temperature field θ :Ω × (0, T ) → R.
The field Du = 1

2 (∇u+ (∇u)t ) is the so-called rate-deformation tensor field. Equation (1) is the conservation equation
of momentum. In this equation, quantities μ and p respectively denote the kinematic viscosity and the pressure of
the fluid. In the right-hand side of Eq. (1), the function F(θ) represents the gravity’s force which is proportional
to the variations of density through the temperature. Equation (2) is the energy conservation equation, in which the
right-hand side μ(θ)|Du|2 is the dissipation energy (see the hypotheses (11)–(16) of the French version). Nonlinear
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systems similar to (1), (2) but with a constant right-hand side (with respect to θ ) and with b(θ) = θ have been
in particular investigated in [4] and [9]. In the particular case where the dissipation energy is null, existence and
uniqueness result of a weak solution for the system (1)–(2) has been established in [6]. One will find, for example, a
presentation of the assumptions, which allow to justify the Boussinesq model in [1]. The model studied in this paper
is more general than those which are described in [1,4,6,9]. Indeed, the viscosity coefficient and the external force are
temperature-dependent (with nonlinear dependence), the internal energy is also assumed to be nonlinear with respect
to the temperature and there is a right-hand side in the energy conservation equation which is quadratic in the spatial
gradient of the velocity field. As usual, the pressure p is eliminated in the system (1), (2). In the sequel, we study
the system (8), (9) of the French version. The existence of solutions of (8), (9) is based on the stability of Eqs. (8)
and (9) when approximation arguments are used, or on the uniqueness of solutions of these equations when we use
fixed-point arguments. We are thus constrained to distinguish the case N = 2 and N = 3.

The case N = 2

It is known that if F(θ) ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)), then the Navier–Stokes equation (8) has a unique solution for
u0 ∈ (L2(Ω))2 and the dissipation energy μ(θ)|Du|2 is stable in L1(Q) with respect to approximations. The en-
ergy conservation equation (9) is thus considered naturally within the L1 framework (see e.g [2,5]). To guarantee the
uniqueness and the stability of the solution of (9), we use the framework of renormalized solutions. This notion has
been introduced by R.-J. Di Perna and P.-L. Lions in [7] and [8] for the study of Boltzmann equations (see also P.-L.
Lions [9] for applications to fluid mechanics models). This notion was then adapted to parabolic version for equations
of type (9) with L1 data (see e.g [2,3]). The type of solutions which we obtain depends on the behavior of the func-
tion F . If, for example, F is bounded, we obtain solutions for all given initial data u0 ∈ (L2(Ω))2 and b(θ0) ∈ L1(Ω).
To study the case of more general functions F , it is necessary to investigate the regularity of the solutions of (9).
Under the assumptions adopted on b, the renormalized solutions of Eq. (9) satisfy:

θ ∈ L∞(
0, T ,L1(Ω)

)
, ∀k > 0

T∫

0

∫

Ω

∣∣DTk(θ)
∣∣2 dx dt � Ck,

with Tk(r) = min(k,max(r,−k)) ∀r ∈ R. Then, we show in a first step that θ ∈ Lr(0, T ;Lq(Ω)) with 1 < q < ∞
and 1 � r <

q
q−1 (a similar result is shown in [10] for N > 2 but it cannot be used as such for N = 2). In order to have

F(θ) ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)), we are constrained to state the following growth assumption on F:

∀r ∈ R,
∣∣F(r)

∣∣ � a + M|r|α, with a � 0, M � 0 and 2α ∈ [0,3[.
We show in a second step that F(θ) is identified with an element of L2(0, T ;H−1(Ω)) with∥∥F(θ)

∥∥
L2(0,T ;H−1(Ω))

� C
(
a + ‖θ‖α

Lr(0,T ;Lq(Ω))

)
.

These arguments allow us, thanks to approximations of b and fixed-points methods, to show that (8), (9) has solutions
for small initial data.

Theorem 0.1. Under the assumptions (11)–(16) on the data, assume that the continuous function F satisfies
|F(r)| � a + M|r|α∀r ∈ R, with a � 0, M � 0 and 2α ∈ [0,3[. Then:

– if 0 � 2α � 1, there exists at least a weak-renormalized solution of the system (8), (9) for N = 2 (in the sense of
Definition 2.1 of the French version).

– if 1 < 2α < 3, there exists a real positive number η, such that if a + ‖u0‖L2(Ω) + ‖b(θ0)‖L1(Ω) � η, then there
exists at least a weak-renormalized solution of the system (8), (9) for N = 2.

The case N = 3

The uniqueness of solution of the Navier–Stokes equation (8) and the stability of the dissipation energy are open
problems if u0 belongs only to (L2(Ω))3. If, for example, u0 ∈ (H 1(Ω))3, and F is a continuous function from R
0
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into R
3 such that ‖u0‖H 1

0 (Ω) +‖F‖L∞(R) � η, with η is a small enough constant, we obtain the existence of a solution
of (8), (9) by the same techniques as in the case N = 2.

Theorem 0.2. Assume that (11)–(14) and (16) hold true. Assume that F is a continuous function from R into R
3, and

u0 ∈ (H 1
0 (Ω))3 such that divu0 = 0 in Q and u0 · n = 0 on ∂Ω . There exists a real positive number η, such that if

‖u0‖H 1
0 (Ω) + ‖F‖L∞(R) � η, then there exists at least a weak-renormalized solution of the system (8), (9) for N = 3

(in the sense of Definition 2.1 of the French version).

1. Introduction

Nous considérons une classe de systèmes non linéaires de Boussinesq du type :

ut + (u · ∇)u − 2 div
(
μ(θ)Du

) + ∇p = F(θ) dans Q, (3)

b(θ)t + u · ∇b(θ) − �θ = 2μ(θ)|Du|2 dans Q, (4)

divu = 0 dans Q, (5)

u = 0 et θ = 0 sur ΣT , (6)

u(t = 0) = u0 et b(θ)(t = 0) = b(θ0) dans Ω, (7)

où Ω est un ouvert borné lipschitzien de R
N , (N = 2,3), de frontière ∂Ω , T > 0, Q = Ω ×(0, T ), ΣT = ∂Ω ×(0, T ).

Les inconnues sont le champ de déplacement u :Ω × (0, T ) → R
N et le champ de température θ : Ω × (0, T ) → R

et Du = 1
2 (∇u + (∇u)t ) est le taux de déformations. L’équation (3) est l’équation de conservation de la quantité de

mouvement. Dans cette équation, les quantités μ et p désignent respectivement la viscosité cinématique et la pression
du fluide. Le second membre de l’équation (3) est la fonction F(θ), où F est une force de gravité proportionnelle à des
variations de densité qui dépendent de la température. La fonction μ est continue de R dans R et bornée. La fonction
F est continue de R dans R

N , u0 appartient à (L2(Ω))N , à divergence nulle et u0 · n = 0 sur ∂Ω . L’équation (4) est
l’équation de conservation de l’énergie dans laquelle le second membre μ(θ)|Du|2 est l’énergie de dissipation. Pour
cette équation, la donnée initiale b(θ0) appartient à L1(Ω). Des systèmes non linéaires similaires, mais avec un second
membre constant (par rapport à θ ) et b(θ) = θ , ont été en particulier étudiés dans [4] et [9]. Dans le cas particulier
où l’énergie de dissipation est nulle, un résultat d’existence et d’unicité de la solution faible de (3)–(7) a été démontré
dans [6]. La variation de densité dans un fluide est induite, par exemple, par des variations de la température résultant
du chauffage non uniforme du fluide. On trouvera, par exemple, une présentation des hypothèses, qui permettent de
justifier le modèle de Boussinesq dans [1]. Le modèle étudié dans cette Note est plus général que ceux décrits dans
[1,4,6,9], puisque l’on considère ici une énergie interne b(θ) non linéaire, une viscosité et une forçe extérieure qui
dépendent non linéairement de la température et enfin un couplage via l’énergie de dissipation μ(θ)|Du|2.

On rappelle les espaces fonctionnels classiques pour les équations de Navier–Stokes :

C∞
σ (Ω) = {

u ∈ C∞
0

(
Ω;R

N
); divu = 0

}
, Lq

σ (Ω) = fermeture de C∞
σ (Ω)dans Lq

(
Ω;R

N
)
,

H 1
σ (Ω) = fermeture de C∞

σ (Ω)dans H 1
0

(
Ω;R

N
)
,

avec q � 1. On remarque que la pression p peut être éliminée du système (3)–(7). Dans la suite, nous étudions le
système suivant :

ut + (u · ∇)u − 2 div
(
μ(θ)Du

) = F(θ) dans
(
H 1

σ

)′
(Ω), p.p. t ∈ (0, T ), (8)

b(θ)t + u · ∇b(θ) − �θ = 2μ(θ)|Du|2 dans Q, (9)

avec divu = 0 dans Q, u = 0 et θ = 0 sur ΣT , u(t = 0) = u0 et b(θ)(t = 0) = b(θ0) dans Ω . L’existence de solutions
au problème (8), (9) repose sur la stabilité des équations (8) et (9) si on utilise des approximations ou l’unicité des
solutions de ces équations si on utilise un point fixe. On est donc amené à distinguer le cas de la dimension 2 d’espace
(N = 2) de la dimension 3 (N = 3).
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1.1. Le cas de la dimension N = 2

On sait que si F(θ) ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)), alors l’équation de Navier–Stokes (8) a une solution unique pour u0 ∈
(L2(Ω))2 et l’énergie de dissipation μ(θ)|Du|2 est stable dans L1(Q) relativement aux approximations. L’équation
de conservation de l’énergie (9) se place donc naturellement dans le cadre L1. Nombreux sont les travaux sur les
équations paraboliques à données L1 (voir [2,5] par exemple). Pour l’unicité et la stabilité de solutions de (9), on
utilise le cadre des solutions renormalisées qui possèdent ces propriétés à la différence des solutions faibles. Cette
notion a été introduite par R.-J. Di Perna et P.-L. Lions dans [7] et [8] pour l’étude des équations de Boltzmann (voir
aussi P.-L. Lions [9] pour des applications à des modèles de mécanique des fluides). Cette notion a été adaptée par la
suite à des versions paraboliques de type (9) à données L1 (voir, par exemple, [2,3]). Le type de solutions que l’on
obtient dépend bien sûr du comportement de la fonction F . Si, par exemple, F est bornée, on obtient des solutions
pour toutes données initiales u0 ∈ (L2(Ω))2 et b(θ0) ∈ L1(Ω). Pour aborder le cas de fonctions F plus générales, il
faut examiner plus précisément la régularité des solutions de (9). Sous les hypothèses que nous adoptons sur b, les
solutions renormalisées des équations de type (9) vérifient les propriétés de régularité suivantes :

θ ∈ L∞(
0, T ,L1(Ω)

)
, ∀k > 0

T∫

0

∫

Ω

∣∣DTk(θ)
∣∣2 dx dt � Ck,

avec Tk(r) = min(k,max(r,−k)) ∀r ∈ R. Nous démontrons alors dans une première étape que θ ∈ Lr(0, T ;Lq(Ω))

avec 1 < q < ∞ et 1 � r <
q

q−1 (un résultat similaire est démontré dans [10] pour N > 2 mais il ne peut pas être

employé en tant que tel pour N = 2). Pour avoir F(θ) ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)), on est donc amené à faire une hypothèse
de croissance sur F du type :

∀r ∈ R,
∣∣F(r)

∣∣ � a + M|r|α, avec a � 0,M � 0 et 2α ∈ [0,3[.
Nous démontrons dans une deuxième étape que F(θ) s’identifie à un élement de L2(0, T ;H−1(Ω)) avec∥∥F(θ)

∥∥
L2(0,T ;H−1(Ω))

� C
(
a + ‖θ‖α

Lr(0,T ;Lq(Ω))

)
. (10)

Ces arguments nous permettent via des approximations de b et des méthodes de point fixe de démontrer que (8), (9)
possèdent des solutions pour des données initiales petites.

1.2. Le cas de la dimension N = 3

L’unicité de la solution de l’équation (8) et la stabilité de l’énergie de dissipation sont des problèmes ouverts si
u0 appartient seulement à (L2(Ω))3. Par exemple, si u0 ∈ (H 1

0 (Ω))3 et F est une fonction continue sur R telle que
‖u0‖H 1

0 (Ω) +‖F‖L∞(R) � η, avec η une constante suffisamment petite, on peut alors obtenir l’existence d’une solution

au problème (8), (9) par les mêmes techniques que dans le cas N = 2.
On suppose que les hypothèses suivantes sont vérifiées :

b est une fonction strictement croissante de classe C1 sur R telle que b(0) = 0, (11)

b′(r) � α′, ∀r ∈ R, pour une constante α′ > 0, (12)

μ est continue sur R avec m0 � μ(s) � m1, (0 < m0 � m1), ∀s ∈ R, (13)

F est une fonction continue de R dans R
N, (14)

u0 ∈ (
L2(Ω)

)N
, divu0 = 0 dans Q et u0 · n = 0 sur ∂Ω, (15)

θ0 est une fonction mesurable définie sur Ω telle que b(θ0) ∈ L1(Ω). (16)

2. Résultats pour le système (8), (9) en dimension N = 2

La définition suivante précise la notion de solution faible-renormalisée du système (8), (9).
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Définition 2.1. Un couple de fonctions (u, θ) définies sur Ω × (0, T ) est une solution faible-renormalisée du système
(8), (9) si :

u ∈ L2(0, T ;H 1
σ (Ω)

) ∩ L∞(
0, T ;L2

σ (Ω)
)
, (17)

TK(θ) ∈ L2(0, T ;H 1
0 (Ω)

)
pour tout K � 0 et b(θ) ∈ L∞(

0, T ;L1(Ω)
)
, (18)∫

{(x,t)∈Q;n�|b(θ)(x,t)|�n+1}
b′(θ)|Dθ |2 dx dt → 0 si n → +∞, (19)

u est solution faible de l’équation de Navier–Stokes (8), (20)

u(t = 0) = u0 p.p. dans Ω, (21)

∀S ∈ C∞(R) telle que S′ est à support compact, on a dans D′(Q) :
∂S(b(θ))

∂t
+ div

(
uS

(
b(θ)

)) − div
(
S′(b(θ)

)
Dθ

) + S′′(b(θ)
)
b′(θ)|Dθ |2 = 2μ(θ)|Du|2S′(b(θ)

)
, (22)

S
(
b(θ)

)
(t = 0) = S

(
b(θ0)

)
dans Ω. (23)

Théorème 2.2. On suppose vérifiées les hypothèses (11)–(16), de plus la fonction F vérifie : ∀r ∈ R,
|F(r)| � a + M|r|α , avec a � 0, M � 0 et 2α ∈ [0,3[. Alors :

– si 0 � 2α � 1 alors il existe au moins une solution faible-renormalisée du système (8), (9) (au sens de la Défini-
tion 2.1)

– si 1 < 2α < 3, il existe η > 0, tel que si a + ‖u0‖L2(Ω) + ‖b(θ0)‖L1(Ω) � η, alors il existe au moins une solution
faible-renormalisée du système (8), (9).

Idée de la démonstration. On procède en deux étapes. Dans la première étape, on suppose que b′ est localement
lipschitizienne. Soit L un espace de Lebesgue du type L = Lr(0, T ,Lq(Ω)) (r, q � 1). On fixe θ dans L, et on
considère les équations de Navier–Stokes :

ut + (u · ∇)u − 2 div
(
μ(θ)Du

) = F(θ) dans
(
H 1

σ

)′
(Ω), p.p. t ∈ (0, T ), (24)

avec divu = 0 dans Q, u = 0 sur ΣT et u(t = 0) = u0 dans Ω . D’après (10), on sait que F(θ) ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)).
Le problème (24) admet donc une solution unique u ∈ L2(0, T ;H 1

σ (Ω)) telle que μ(θ)|Du|2 ∈ L1(Q) (voir [12]).
Désormais, on considère le problème parabolique suivant :

b(θ̂)t + u · ∇b(θ̂) − �θ̂ = 2μ(θ)|Du|2 dans Q, (25)

θ̂ = 0 sur ΣT , (26)

b(θ̂)(t = 0) = b(θ0) dans Ω. (27)

Sous les hypothèses du Théorème 2.2, on utilise par exemple les méthodes classiques développées dans [3] (voir
section 4) pour montrer que le problème (25)–(27) admet une solution renormalisée unique θ̂ . Afin d’appliquer un
argument de type point fixe, il est d’abord nécessaire d’avoir θ̂ dans L de sorte que nous puissions considérer l’appli-
cation

ψ : θ → θ̂

de L dans L. Par conséquent, α doit être choisi tel que la régularité de la solution renormalisée de (25)–(27) implique
F(θ) ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)), ce qui mène à différents choix de L dépendant de α. Deuxièmement, on utilise la stabilité
de la solution renormalisée par rapport aux données et la stabilité de l’énergie de dissipation μ(θ)|Du|2 par rapport
aux approximations pour montrer que ψ est compacte et continue. Enfin, pour démontrer qu’il existe une boule
B de L telle que ψ(B) ⊂ B , on distingue deux cas : si 0 � 2α � 1, ceci est établi pour toutes données initiales
vérifiant (15)–(16), tandis que si 1 < 2α < 3, nous sommes contraints de supposer que les données a, ‖b(θ0)‖L1(Ω) et
‖u0‖L2(Ω) sont suffisamment petites. Le théorème du point fixe de Schauder permet de conclure à l’existence d’une
solution faible-renormalisée (u, θ) du système (8), (9), telle que θ soit bornée dans L. Dans la deuxième étape, nous
considérons un problème approché associé à (8), (9) en régularisant la fonction b par bε où bε est une suite de fonctions
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de classe C2 telle que b′
ε(r) > 0 ∀r ∈ R, bε(0) = 0 et telle que bε et b′

ε convergent vers b et b′ uniformément sur R

quand ε tend vers 0. Pour un ε > 0 fixé suffisamment petit, la suite bε vérifie (11) et (12), de plus b′
ε est localement

lipschitizienne. D’après la première étape, le problème approché admet une solution faible-renormalisée. Un passage
à la limite dans ce dernier problème donne l’existence d’une solution faible-renormalisée du système (8), (9). �
3. Résultats pour le système (8), (9) en dimension N = 3

Théorème 3.1. On suppose vérifiées les hypothèses (11)–(14) et (16) et u0 ∈ (H 1
0 (Ω))3 est telle que divu0 = 0 dans

Q et u0 · n = 0 sur ∂Ω . Il existe un nombre réel η > 0, suffisamment petit tel que si ‖u0‖H 1
0 (Ω) + ‖F‖L∞(R) � η,

alors il existe au moins une solution faible-renormalisée du système (8), (9) en dimension N = 3 (au sens de la
Définition 2.1).

Idée de la démonstration. Soit θ fixé dans L1(Q). Sous les hypothèses du Théorème 3.1, le théorème 3.11
de [12] nous assure l’existence et l’unicité de la solution faible u de l’équation (24) dans L∞(0, T ;H 1

0 (Ω)) ∩
L2(0, T ;H 2(Ω)), avec ‖u‖L2(0,T ;H 2(Ω)) � C où C est une constante. Utilisant un lemme de type Aubin (Simon
[11]), on montre que l’énergie de dissipation μ(θ)|Du|2 est stable dans L1(Q) relativement aux approximations.
Pour conclure, on reprend alors les mêmes arguments que dans le cas N = 2. �
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